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Variables aléatoires a densité

Chap. III : Variables aléatoires a densité
A. Définitions Et Propriétés




Variables aléatoires
Deéfinition

Soit (2, F, P) un espace de probabiliteé, soit I un intervalle de R.
On appelle variable aléatoire réelle (v.a.r) sur (2, F, P) toute
application X de Q dans R, X: (1, F,P) — R, ayant la propriété
suivante :

pour tout un intervalle I de R, X 1(I) ={w € Q: X(w) EI} EF

Variables aléatoires a densité :
Fonction de densite et loi de probabilite

7

On appelle densité de probabilité toute fonction continue par
morceaux sur IR telle que:

1. VxeR, f(x)=0
2 fjozo Flac)eoe—+=1
On dit qu’une v.a.r X admet f(x) comme densité si :
PX<b) = [ f(x)dx
Dans ce cas, on dit que X est absolument continue, et on a :
P(aSXSb)=P(a<XSb)=fff(x)dx; B(X =-a) =0




Variables aléatoires a densité
Fonction de densite et loi de probabilité

flx) = bia six € [a,b] f(x)z{je—lx six>0
0 six & [a,b] 0 six <0

f@
fix) :
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—
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Variables aléatoires a densité:
Fonction de densite et loi de probabilite
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Variables aléatoires a densité :
Fonction de répartition

Soit X une v.a.r absolument continue de densité f(x), la
fonction de répartition de X est la fonction F définie par :

F:R—R

t > F(t)=P(X<t) =Jt fwdu

« La fonction de répartition permet de calculer la probabilite de
tomber dans n’importe quel intervalle

b
Pla< X <b) =f f(u)du = F(b) — F(a)

Variables aléatoires continues :
Fonction de répartition

Propriétés :
Soit F la fonction de répartition d’une v.a absolument
continue X de densité f alors :

1. F est croissante

2. F est continue sur R
3—lim-F{t) =-0,-lim-F{t) =1

t——oco t—+o00
4. en tout point ou f est continue, F est dérivable et on a

Fi(x) = f(x).




Variables aléatoires a densité:
Espéerance mathématique

Soit X une v.a.r absolument continue de densité f(x), on définit
I’espérance mathématique de X par :

E(X) = f+ooxf(x)dx

Ceci suppose que f_Jr;o xf(x)dx converge.
Proprietés :

1. Va,beR, E(aX+b)=aEX)+b
2. SiX=>0alorsE(X) =0

Variables aléatoires a densité :
Esperance mathématigue , théoreme de transfert

Soit X une variable aléatoire absolument continue de densité f et
soit ¢ une fonction de R dans R, alors Y = @(X) est une

variable aléatoire et on a :
+ oo

E(Y) = E(@(X)) = j o () f (¥)dx

— 00

En particulier :
+ 00

E(X]) = f xIf(Odx et E(XY) = f X f (x)dx

— 00




Variables aléatoires a densité:
variance et ecart type

Soit X une v.a.r absolument continue de densité f(x), on

definit La variance de X par :
+ 00

Var(X) = j (x —EX))*f(x)dx = f+oox2f(x)dx — E(X)?

On appelle €cart-type, noté g(X), la racine de la variance :

o(X) = /Var(X)

Chap. III : Variables aléatoires a densité
B. Lois Usuelles
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Variables aléatoires a densité
Lois usuelles . loi uniforme U(a, b)

 La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur le segment [a

b], notée U(a, b), si sa densité de probabilité est donnée par :
1

fx)=4b—a
0 six & [a,b]

« La fonction de répartition est :

six € [a,b]

1 si x>b

b: six € [a,b]

0 si x<a

F(x)=PX <x)=

Variables aléatoires a densite
Lois usuelles : loi uniforme U(a, b)

P

Jx) o T T '
t .+ Densite deU(a,b)
l/(b-a)+
| |
a b .
Fix)
A
1L
. Fonctionde | -7 /
| répartition | | >
. deU(a,b) | a b 0




Variables aléatoires a densité
Lois usuelles . loi uniforme U(a, b)

« L’espérance mathématique de la loi uniforme sur I’intervalle [a , b] est :
EXX) = J+Ooxf(x)dx = fb z dx = bia
—od s b—a 2
« La variance de la loi uniforme U(a, b):
Var(x) = b= a)
12

En effet :
400 b 2 b+ 2
Var(x) = f x2f(x)dx — E(X)? = j X dx— ( a)
—00 a b - Cl 2

_P-a (b+a>2=(b_a)2

T 3b-a) \ 2 12

Variables aléatoires a densité
Lois usuelles : loi exponentielle €(1)

7

« Cette variable aléatoire sert souvent a modeliser la durée de
vie d’un phénomene sans meémoire, sans vieillissement ou
sans usure .

— La durée de vie de la radioactivité; chaque atome radioactif
possede une durée de vie qui suit une loi exponentielle

— La durée de vie d’un composant ¢lectronique

— L'intervalle de temps séparant deux événements Poissonniens ;
deux pannes consécutives, ou deux accidents, deux appels
teléphoniques, ...




Variables aléatoires a densité
Lois usuelles : loi exponentielle €(1)

 La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parametre A > 0,

notée £(4), st sa densite de probabilité est :

[(x)
e @x six>0
f(x) =

0 six<0

=y

« La fonction de répartition est :
1—e™™ si

F(x)=P(XSx)={

0 Si

Variables aléatoires a densité
Lois usuelles . loi exponentielle €(1)

7

L’espeérance mathématique de la loi exponentielle est :

400

500 = | (O dx = [ xaemtax = :
T ]

La variance de la loi £(A) :

+00 +00 2
Var(x) = j x*f(x)dx — E(X)* = j x?1e Mdx — <1>
oo o




Variables aléatoires a densité
Lois usuelles : loi exponentielle €(A)

¢ On appelle demi-vie de X la valeur h telle que P(X > h) =1/2 :

P(X>h)=1—F(h)=%=>e—lh=%@h=@=zn(2)lsm

« Propriété d’ Absence de mémoire :

vs € R*,vt € RY, P(¥>*D/ ) =P(X >5)

X suit une loi exponentielle

()
X vérifie la propriété d'absence de mémoire

La loi exponentielle €£(A)
Exemple 1

- ri: J4 . 7 .
On modélise la durée de vie d’un processeur (en annees) par une loi
exponentielle de parametre 1/2.

a. Que vaut la durée de vie moyenne d’un tel processeur ?

b. Avec quelle probabilité le processeur fonctionne-t-il plus d’une année?

Réponses :

Soit T la variable aléatoire correspondant a la durée de vie d’un
t

processeur (en années) ; T~& G) :P(X<t)=1—e z,pourt =0.

a E(T):%:Z

b. La probabilité qu’un processeur fonctionne plus d’une année :
1

P(T>1)=1-P(T<1)=¢e2=0,6065




La loi exponentielle E(1)
Exemple 2

Un atome de strontium 90 reste radioactif pendant une durée aléatoire T
qui suit une loi exponentielle, durée au bout de laquelle il se désintegre.

Sa demi-vie est d’environ 28 ans.
a. Déterminer le parametre A de laloideT.

b. Calculer la probabilité qu’un atome reste radioactif durant au moins
50 ans.

Réponses :

In(2) = In(2) _ @) _ 0.0248
p) h 28
_In@

b. P(T 250) = e 250 = ¢ 28 ° = ¢=0,0248%50 ~ (2893

a. Lavaleurde A: h =

Variables aléatoires continues
Lois usuelles : loi normale N (u, 0%)

La loi normale est la loi la plus importante des probabilités et des
statistiques.
On rencontre la loi normale lorsqu’on a une variable aléatoire
continue qui :

— dépendant d’un grand nombre de causes indépendantes

— les effets des causes s’additionnent

— aucune cause n’est prépondérante




Variables aléatoires continues
Lois usuelles : loi normale N (u, 0?)

« La variable aléatoire X suit une loi normale de parametres y, o,
notée NV (u, 02), si sa densité de probabilité est donnée par :

o)
Fe) = o5
Pour une loi normale NV (i, 62) : E(X)=u et Var(X)=c?

e Lorsque u = 0,0 = 1 cette loi est dite loi normale centrée

f) ==

2
4 . __x
réduite :

Variables aléatoires continues

‘)

Lois usuelles : loi normale N (u, o

L4 — -
= 0o =02
09} N nm Qo =)0
. u=0.0,=50
os } =20 =05
07 p
06
0SS r
04 F
03}
02 p S—
o ! _
o1} i
’ Sl -
0O il A o " . i s & e —
s [ ¢ 3 |2 | 0 ' 2 3 3 s




Lois usuelles : loi normale N (0, 52)
fonction de répartition

T 0.45 1
1.000 t 0.40
.B75 1 0.35 1
Fonclion de ? Densité
750 1 réparitition 0/.30 \

.625 1

.500 .20

375 t 0.15 +
250 ¢t 0.10 +
/ 25 - 0.05 +
—4:16 —3c —é(‘; '"'CF G 20 3¢ 40 —40c —3c —2c0 —G 0 2c 3o 4o

Variables aléatoires continues
Lois usuelles : loi normale V' (u,c?)

Propriéteés (Transformation affine) :
Soit X une v.a.r de loi N'(u,c?), alors :
% Pourtouta e R*,beR,ona:

Y =aX + b~N(au + b,a’c?)
X_
& 7 = T”~N(0 1)
On utilise cette proprieté pour calculer les probabilités de

N(u,o?) apartirde MV(0,1):

oz -r(22 )0 5




Table de la loi normale X ~ N(0.1)

La fonction de répartition
d’une loi normale n‘admet
pas d’expression
analytique élémentaire;
c'est pourquoi on utilise
une table qui donne les

-3 -2 0 u

Valeurs de Pr(X < u) en fonction de w.

valeurs de la fonction de
répartition de la loi

u 0 ]0.01]002]0.03]0.04 | 0.05] 0.06
0.0].5000].5040|.5080|.5120].5160].5199].5239
0.1].5398].5438 | 54T [.5517|.5557 |.5596 | .5636
0.2].5793].5832 | .5871].5910].5948 | .5987 | .6026
0.3].6179].6217|.6255].6203].6331 | .6368 | .6406
0.4].6554].6591 | .6628 | .6664 | .6700].6736].6772
0.5].6915].6950 | .6985|.7019].7054 | .7T088].7123
0.6].7257].7201 |.7324 | .7357 |.7380].7422|.7454
0.7].7580]1.7611 |.7642|.7673|.7704 |.7734|.7764

0.8].7881].79101.7939|.7967 |.7095 | .8023 | .R051
nol g150] g1861 82121 8938] 89641 Rogal 8315

0.07

D279
H6TH] i
6064
6443
G
T15T
7486 .75T¢
T
BO7R

K340

N(,1) : D(t)

— P(X <0,58) = ®(0,58) = 0,7190
P(X <£-058)=1—-P(X <0,58)

—1-®(0,58) = 0,2810

Lois usuelles : loi normale N (i, 02)

Valeurs remarquables

7

- P(u—oc<X<u+o)=0,68

P(u—150<X<u+1,50) =087

95%
P(u—20<X<u+20)=095 &

L-ounuteo

L 2 pn ptze x

P(u—30 <X <u+30)=0997 § gmm

n-3a I n-3a x




Variables aléatoires continues
Lois usuelles : lois utilisées en statistique

Nous allons examiner quelques lois construites a partir de la lois
normales. Ces lois sont surtout utilisées en statistique
1. Loi khi-deux y?:

utilis€e en statistique pour effectuer des tests

2. Loide Student :
utilisée pour calculer I’intervalle de confiance d’une estimation

Variables aléatoires continues
Lois usuelles : loi khi-deux y?

7

- La variable aléatoire X suit une loi de y?, khi-deux, de
paramétre n € N* (dit degrés de liberté) notée y?(n) sisa
densité de probabiliteé est donnée par :

0 , x <0

fx) = ;x(g_l)e_g x>0
2
ol :T(k) = (k—1)! et T(k+1)=
- E(X)=n
« Var(X)=2n

NS

(2K)!
k! 22k)




Variables aléatoires continues
Lois usuelles : loi khi-deux y?

Théoréeme :

Soient X4, X5, -*+, X,, n variables aléatoires indépendantes

suivant toute une loi normale centrée réduite alors la variable
S =X?+ X7 + ---+ X2 suit une loi de khi-deux de n degrés
de liberté : y?(n).

Remarque :

On utilise des tables pour déterminer en fonction de n et a la valeur

de vtelleque: P(X = v) = a, aestappelé seuil.
Souvent, on pend & = 5% ou 2,5%

mol

MO oea ol S b de b b

=

12
13
14

16
17
18
19
20

Variables aléatoires continues
Lois usuelles : loi khi-deux x?

F

0005 0010 0025 0030 0100
0.0000 00002 00010 0.0039 00158
00100 00201 00306 0103 0211
00717 0115 0216 0332 0584
0207 0297 0484 071 1.06
0412 0554 0831 115 1.61
0676 0872 124 1.64 2.20
0980 124 1.69 217 2.83
1.34 1.65 218 273 3.49
1.73 2.00 270 333 4.17
216 2.56 325 3.94 4.87
2.60 3.05 382 4.57 5.58
3.07 3.57 440 5.23 6.30
357 41 5.01 5.80 1.04
4.07 4.66 5,63 6.57 1.79
4.60 5.23 6.26 7.26 8.55
3.14 5.81 6.91 7.96 031
5.70 6.41 756 8.67 10.1
6.26 7.01 823 9.39 10.9
6.84 7.63 891 10.1 1.7
743 8.26 0,56 10.9 124

0250 0500 0750 00900 00950 00975

0,102
0575
1.21
1,92
2,67
345
425
5.07
590
6.74

7.58
84
9.30
10.2
11.0
11.9
12.8
13.7
14.6
15,3

0455 132
L3 277
237 41
336 539
435 6.63
3.3 1%
635 004
734 102
834 114
934 125
103 137
1.3 148
123 160
133 171
143 182
153 194
16.3 205
173 216
183 227
193 238

2,71
4.61
6.25
778
0.24
10.6
12.0
134
14.7
16.0

17.3
185
19.8
211
223
235
248
26.0
272
284

3.84
5,99
7.81
9.49
1.1
12.6
14.1
15.5
16.9
18.3

19.7
21.0
224
237
25.0
26.3
27.6
280
30,1
314

502
738
9.35
1.1
12.8
144
16.0
17.5
19.0
20.5

21.9
233
24.7
26.1
27.5
288
32.0
315
320
342

0900 0995
6,63 7.88
921 106
1.3 128
133 149
151 16.7
16.8 185
185 203
20,1 220
217 236
232 252
247 268
262 283
27.7 208
201 313
30,6 328
320 343
334 357
48 372
36.2 386
37.6 400

0.25

02 h

0.15

0.1

vosk| )

Chi-deux(3) ——
Chi-deux({f) ——
Chi-deux{9)
Chi-deux(12)
Chi-deux({15)
Chi-deux(18)

Chi-deux(21) —— 4

Chisdeux(24)
Chi-deux(27)
Chi-deux(30) ——

€0




Variables aléatoires continues
Lois usuelles : loi de Student

« La variable aléatoire T suit une loi de Student, de parametre
n € N* (dit degres de liberté) notée t(n) si sa densité de
probabilité est donnée par :

') e

==t 1+ 2
f(x) Mr(g)( n) 2
ou: T(k) = (k—1)! et T (k+2) =220
« E(T)=0

. Var(T)=£ , Sin > 2

Variables aléatoires continues
| ois usuelles : loi de Student

7

Théoréeme :

Soient X et Y deux variables aléatoires telles que X~N (0, 1) et
Y~x?%(n) , alors la variable aléatoire T = X / \/7 suit une loi de

Student de n degrés de liberté .

Remarque :

On utilise des tables pour déterminer en fonction de n et a la valeur de
vtelleque: P(X > v) = a, aestappelé seuil




mm—dmmhwma:v|[:‘,)

- | =k
== | &

Variables aléatoires continues
Lois usuelles : loi de Student

=

LV

T T T T T T T T T b Student i | ddl = = ———-
25% 20% 15% 10% | 5% | 25% 1% | 05%  025% 01% | 0.05% A S A s e
75% 80% 85% 90% 95% 975% 99% 995% 99,75% 99,9% 99,95% Student 350 ] s

0,45

. 1,000 . 1,376 . 1,963 . 3,078 . 6,314 12,71 . 31,82 . 63,66 . 1273 . 3183 . 636,6 o
. 0,816 . 1,061 . 1,386 . 1,886 . 2,920 . 4,308 . 6,965 . 9,926 . 14,09 . 22,33 31,60 033
. 0,765 | 0,978 . 1,250 . 1,638 . 2,353 . 3,182 .4,541 . 584 . 7453 . 10,21 . 12,92
. 0,741 | 0,941 . 1,180 . 1,533 . 2,132 : 2,776 . 3,747 . 4,604 . 5598 . 7173 : 8,610
. 0,727 | 0,920 . 1,156 . 1,476 . 2,015 . 2571 . 3,365 . 4,032 .4,7?3 . 5,863 . 6,869
. 0,718 . 0,806 . 1,134 . 1,440 . 1843 . 2447 . 3143 . 3,707 .4:317 . 5208 . 5,950

0,711 0,896 1,119 . 1415 . 1,895 . 2,365 . 2,998 . 3499 .4.029 4,785 . 5408 0.15

0,706 0,888 1,108 . 1,397 . 1,860 : 2,300 .2.896 . 3,350 . 3833 4,501 : 5,041 0,10 }--
. 0,703 | 0,883 . 1,100 . 1,383 . 1,833 . 2,262 .2.821 . 3.250 . 3,690 . 4,297 :4.751
. 0,700 . 0,879 . 1,093 . 1372 . 1812 : 2,228 .2.?64 . 3,169 . 3,681 . 4,144 :4.58?

0,30

0,20

003

0,00

0,697 0,876 1088|1363 |1,796|2201 |2718|3,106 (3497 4,025 |4437

Lois usuelles :
Khi-2 , Student

« Khi-deux :
X1, X5, -, X, variables al¢atoires indépendantes telles que
Vi, X;~N(0,1)alors : (X7 + X2 + -+ X2)~x?(n)

 Student :
X et Y deux variables al¢atoires indépendantes telles que

~ ~ 2 * X ~
X~N(0,1)etY~y (n),alors.\/m T(n)
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C. Théoremes de convergence
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Théoremes de convergence
Approximation de la loi binomiale par la loi normale

7

« Theéoréme de Moivre-Laplace :
Soit (X,,) ey une suite de v.a.d telles que X,,~B(n, p) alors :

X, —n
Vt € R, limP< n TP <t>=CI>(t)

e \Yynp(1-p)
ou ®(t) est la fonction de répartition de N'(0,1)

- Ceci signifie : pour n assez grand, la loi binomiale B(n ,p)
« se comporte comme » la lo1 normale d'espérance np et de
variance np(1 — p), N (np ,np(1 — p))




La loi normale N (u, o?)
Approximation de la loi binomiale par la loi normale

< En pratique, on approche une loi binomiale B(n ,p) par une
loi normale NV (np ,np(1 — p)) lorsque :

n>30, np>5 ,n(1—p)>5
(pour n grand et p pas trop proche de 0 ni de 1)

< Approcher la loi binomiale par la loi normale c’est remplacer
une loi discrete par une loi continue

< Pb:Si Z est absolument continue alorsona: P(Z =x) =0
Comment approcher une loi de probabilité discrete par une
loi absolument continue ? C’est la correction de continuité

En bleu la loi binomiale : B(50;0,6)

En vert la loi Normale : ¥/ (30,12)

LB R

004

B0z 4

R e e o IQ.... aaaaa |

|||||||||||||

12 % 4 5 8 T 8 O 10 i1 12 13 14 15 36 17 18 10 20 31 =2 33 34 25 827 38 20 30 31 32 33 34 35 34 3735 30 40 41 &3 43 44 45 4d 4T 45 40 50 |




La loi normale V' (u,0?)
Approximation de la loi binomiale par la loi normale

- PX=k)=P(k-05<X.<k+0,5)
P =P =+ 8.5
— PX<k)=PX.<k—05)
— PX=k)=P(X.>k—05)
— PX>k)=PX,>k+0,5)

Régles a suivre pour remplacer une variable discrete X par une
variable absolument continue X, : « correction de continuité »

La loi normale V' (u,c?)
Approximation de la loi binomiale par la loi normale

7

Exemple : On considére une variable aléatoire X~B (400 %)
Calculons P(X = 210) et P(190 < X < 200).
Ona:n>30,np=200>5 , n(1—p)=200>5

On peut approcher la loi de X par la loi V' (200, 100);
soit Y~N(200,100)

Y — 200
<
10
= ®(1,5) — ®(0,95) = 0,8531 — 0,8289 = 0,0242

P(X =210) = P(2095<Y <210,5) =P (0,95 <

<15)




La loi normale V' (u,0?)
Approximation de la loi binomiale par la loi normale

P(190 < X < 220) = P(189,5 < Y < 219,5)
Y — 200
10
= ®(1,95) — (—1,05)
= ®(1,95) — (1 — ©(1,05))
= ®(1,95) + ®(1,05) — 1

=0,9744+ 0,8531 —1 =0,8275

=P <—1,05 < < 1,95)

Théoremes de convergence
/a loi faible des grand nombres

Soit (X;);en une suite de v.a indépendantes de méme loi de

4 9 r . 7 1
d'espérance u et d’écart type o et soit X,, = - e X

alors :

Ve > 0, lim P(|X,, —u|l >¢)=0
n—->00

v' Ceci signifie que : lorsque n est grand, la moyenne empirique X,,
converge en probabilité vers 1’espérance p .

v la lo1 des grands nombres indique que lorsque 1’on fait un tirage al€atoire
de grande taille dans une population, la moyenne des valeurs observees
se rapprochent de la moyenne de la population.




Théoremes de convergence
Theéoreme central limite

Soit (X;);en* une suite de v.a indépendantes de méme loi de

moyenne jt-et-d’écart type-o-—-et-80it-Sy =Y -1 X -alors-:
Sp—n
ViER,  lim p(n—”g t) - (1)
n—oo no

ou ®(t) est la fonction de répartition de N'(0,1)

Ceci signifie que lorsque n est assez grand :

. = S \ 2
v laloide X, = 7” se comporte comme une loi normale N (,u , %)

v" la valeur moyenne sur un grand nombre de mesures d’une grandeur

0.2

physique suit une loi normale de moyenne u et de variance —

Théoreme Central Limite
approximation de la loi de poisson et la loi )(2

7

« Si (X;);en* une suite de v.a indépendantes de méme loi de Poisson
P(A) alorslaloide S, =Y X; est P(nd) etlorsque n est assez
grand, on peut approchée cette loi par la loi normale NV (nd,nA)
d’apres le théoreme central limite.

— Ceci implique que si X~ P(4) etsi A est assez grand alors on peut
approximer la loi de X par V' (1, 4);
en pratique on applique cette approximation lorsque 4 = 15

« Aussi, on peut approximer la loi y?(n) par la loi normale N (n , 2n)
pour n est assez grand. en pratique on applique cette approximation
lorsque n = 20




Théoreme Central Limite
approximation de /a loi de poisson

Exemple : soit X~ P(20) , calculons P(X = 25) et P(X < 25)

25
« P(X=25)= %e—% = 0,0446

En utilisant I’approximation par X.~ N (20, 20) :
P(X = 25) = P(24,5 < X, < 25,5)

(45 _Xc—20 _ 55\ T i
~p (m <F=2 < m) = ®(1,23) — (1,01) = 0,0469
25 20K

« P(X £25) = e 3o
| X.—20 _55
V20 T +/20

=P 25:5)= P( > = ®(1,23) = 0,8907
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