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Chap. II : Variables aléatoires discretes
A. DEFINITIONS ET PROPRIETES




Variables aléatoires discretes :
Introduction

 Lorsque on associe aux résultats d’une expérience aléatoire
des valeurs numériques dans un ensemble fini ou
dénombrable, on parle de variable aléatoire discréte.

 Les variables aléatoires discretes sont caractérisées par :
— les valeurs qu’elles peuvent prendre
— les probabilités avec lesquelles elles prennent ses valeurs.

- A une méme experience aléatoire on peut associer plusieurs
variables aléatoires

Variables aléatoires discretes :
Exemple

On considere ’expérience : on lance deux dés équilibrés.

1

Q={1,1,12),-,(6,6)}; F=PQ); Plw;) = 36

— Sion s’intéresse a la somme S des valeurs indiquées par les dés
alors § est une variable aléatoire discrete a valeurs dans

V={23,-,12}
— Si on considére la plus grande, SUP , des valeurs indiquées par
les dés alors SUP est une variable aléatoire discréte a valeurs

dansV-=-{15-4-5-+5-64




Variables aléatoires discretes :
Définition

Soit (0, F, P) un espace de probabilité, soit V = {v;,v,, ...} un
ensemble fin1 ou dénombrable de valeurs numeériques.
On appelle variable aléatoire discréte (v.a.d) sur (Q, F, P) toute
application X de () dans V ayant la propri€té suivante :

Yv ED, X)) ={weQ: X(w)=v}ETF

X(GJ) =1

Variables aléatoires discretes :
Loi de probabilite d'une v.a.d

Soit X une v.a.d avaleursdans V = X(Q) ={vy,v,, ..., Vp, ... }.
La loi de probabilité ou distribution de X, notée Py , est définie
par les probabilités p; des évenements { X = v;}:
pi = Px(v;) = P({w € 0 : X(w) = v;})
 La lo1 de probabilité est entierement déterminée par la donnée
de (v;, p;) pour tout v; € X(£).
« S1 X(£) est fini, on peut déterminer la lo1 de X par le tableau de
distribution :

X=|v1| vy Un_1| Vn
Px=1|p1| p2 Pn-1| Pn




Variables aléatoires discretes : ¥ [1]2]3]4]5]6
Exemple de loi de probabilite B
Considérons I’expérience aléatoire consistant‘: : (55 (75 ; 2 ?o
a lancer deux dés : > CRERCREREIE
Q={1,1),1,2),...,(6,5), (6, 6)}; 67 8 |9 [10]11]12

Soit la v.a.d X €gale a la somme des points des deux dés ; X est
une V. a.d et I’ensemble des valeurs de X est : X(Q2)={2, 3, ..., 11, 12}.

La loi de probabilité de X est :

B/36

Pi 36 |36 |36 |36 |36 |36 |36 |36 |36 |36 |36 | wus

’ms

3 4 5 6 7 8 8 10 11 12

Variables aléatoires discretes :
Exemple de loi de probabilité

Considérons I’expérience al€atoire consistant a lancer un d¢
equilibre plusieurs fois de suite, jusqu’a I’obtention de « 1 » pour
la premiere fois. Soit X le nombre de lancés effectucs.
X est une variable aléatoire entiére et I’ensemble des valeurs possibles
de Xest: X(Q) =1{1,2,3,---} =N".
La loi de probabilité de X est donnée par :

1\ /5

n-1
Py(n) =P({X =n}) = <E> (g> ; Vn € N*




Variables aléatoires discretes :
Fonction de répartition dune v.a.d

Soit X une v.a.d définie sur I’espace de probabilité (£, F, P)
et a valeurs dans X(Q) = {xy, %y, ., X, o 3 5x <2y <o <2y < ov
On appelle fonction de repartition de X, la fonction F,
définie par :
Fy : R — [0,1]
t— R =PX <= ) Py(x)
i:x;<t
« La fonction de répartition est enticrement déterminée par la
donnée du couple (x; , Fx(x;)) pour tout x; € X(Q).

Variables aléatoires discretes :
Exemple de fonction de répartition

Considérons I’expérience aléatoire consistant a lancer deux dés. Soit la
v.a.d Y égale a l'inf des points des deux dés ; Y est une v.a.d et
I’ensemble des valeurs de Y est Y () = {1, 2,3,4,5, 6}.

La loi de probabilité de Y et sa fonction de répartition sont entierement
déterminées par le tableau suivant :

y; 1 2 |(3 4 5 6
11 | 9 7 5 3 1
Di 36 |36 |36 | 36 36 36

11 20 | 27 32 35 36
O |35 |36 136 | 36 | 36 | 36
- A partir de ce tableau on calcule les valeurs de Fy (t) pour toutt € R :

27
Fr(0,5) =0; F,@2) = 5;; Fr(8) =1




Variables aléatoires discretes :
Exemple de fonction de répartition

Soit la v.a.d X égale a la somme des points des deux dés ;
X(Q)={2,3, ..., 11, 12}. La fonction de répartition de X est donnée
par le tableau :

X; 2|3 4 5 6 7 8 9 10 11 | 12

1 3 4 5 6 5 4 3 2 1

pi 36 36 |36 |36 |36 |36 |36 | 36 36 |36
F(x;) 1|3 6 10 |15 | 21 | 26 | 30 | 33 35 |36
V' 13636 |36 |36 |36 |36 |36 |36 |36 36 |36

- Tl en résulte : Fy(1) = 0; Fy (6)9) = g Fe(12,1) = 1

Variables aléatoires discretes :
Exemple de fonction de répartition

g
I

|m L-:|w LJ|
o ok ol @l
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- Fonection de répartition pour la somme de deux dés.




Variables aléatoires discretes :
Proprietés des Fonctions de repartition

. Fx(t) est croissante;

Fx (t) est une fonction en escaliers ;

1

2.

3. Fx(t) est continue a droite

4. Fy(t) entierement déterminée par les valeurs Fy (v;)

5. Sia<balorsP(a< X <b)=Fy(b) —Fx(a)

6. Py(t) = Fx(t) — Fx(t™) ouFx(t™) = gli%’+ Fy(t —¢)

Variables aléatoires discretes :
Espérance mathématique

Soit X une v. a. d définie sur I’espace de probabilité (), F, P) et
a valeurs dans X(Q) = {x,,x,, ..., x,,, ... }. On dit que la variable X
admet une espérance lorsque la série )} x; Py (x;) est absolument

convergente c’est-a-dire :

|2 | Py (x;) < o0
X;€EX(Q)
Dans ce cas on appelle espérance mathématique de X la valeur

E(X) définie par :
EX) = 2 xiPx(x;) = 2 XiDi

l l




Variables aléatoires discretes :
Espéerance mathématique

Exemple :

On lance 3 pieces de monnaie équilibrées, et par X on désigne le
nombre de piles obtenus.

La loi de X est donnée par le tableau de distribution:

1 (3|3 |1

pi=PX=x}) |33 |8
E(X)—0><1+1><3+2><3+3><1—3
B 8 8 8 8 2

Variables aléatoires discretes :
Espérance mathématique

Dans un jeu, le joueur est invité a lancer deux dés équilibrés. Au départ de
chaque partie le joueur doit miser Sdh.

Si les deux dés présentent le méme chiffre, le joueur empoche le montant
marqueé par les dés (2 Dh pour le double un, etc.). Sinon, il perd .

En désignant par X la variable aléatoire ¢gale au gain algébrique du joueur,
cherchons la loi de probabilité de X et le gain moyen.

e O = {(1' 1)' (11 2) ) (6' 5)1 (6' 6)}: X; S5 1-3] -1 1 3
e X(Q) ={-5-3,-1,1,3,5,7};

1 1 1 1 1 1

5
Pi | 6 |36 |36 |36 |36 |36 | 36

o« E(X)=-5x2+4—(-3-1+1+3+5+7)=—2"=-383




Variables aléatoires discretes :
Espérance mathematique

Exemple :
On lance 1 piece de monnaie plusieurs fois jusqu’a ce que « Pile »
apparaisse pour la premiere fois. On suppose que la probabilité d’avoir
Pileestp € 10, 1].
Soit X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier « Pile ».
X estune v.a.d , elle prend ses valeurs dans N*.

La loi de X est donnée par :

vn € N, Pxy(n) = P({X =n}) =p(1—p)"*
« Etespérance de X est égale :

+ 00

1

EX)=p) nx(-p) =
n=1

Variables aléatoires discretes :
Espérance mathématique

Théoreme de transfert

Soit X une v. a. d définie sur I’espace de probabilité (Q,F, P) et
soit @ une application définie sur X(Q) = {x1, x5, ..., xp, ... } dans R.
Alors Y = ¢(X) estune v.a.d et lorsque I’espérance de Y existe
ona:

E(Y) = B(e(0) = Y 0(i)Py() = ) o,

En particulier : E(|X]) = X;|x;| Px(x;) et E(X%) = Y}, x;* Px(x;)

Ceci signifie que I’on peut calculer I’espérance de Y sans connaitre sa loi,
en utilisant la loi de X




Variables aléatoires discretes :
Espérance mathematique

Exemple d’utilisation du théoréme de transfert :
On lance 3 pieces de monnaie €quilibrées. Par X on désigne le nombre de

piles obtenus. On considére lesv.a.d Y = X2, Z = VX ,alorsona:
- Laloide X :

X 0 1 2 3
1 3 3 1
PX=x) 15 15|38 |38

o L'espérancedeY etdeZ :
i E(Y)=E(X2)=02x§+12x§+22x§+32x%=3

- E(Z) = E(VX) = 0X -+ VI XS+ V2 x>+ V3 x - =1,122

Variables aléatoires discretes :
Espérance mathématique

 Linéarité de I’espérance:
Soient X et Y deux v. a. d admettant une esperance, a et b deux
réels, alors lav.a.d Z = (aX + bY) admet aussi une espérance
etona: E(Z) = E(aX+ bY) = aE(X) + bE(Y).

— En particulier: E(aX + b) = aE(X)+ b
- Positivité de I’espérance
Soient X et Y deux v. a. d admettant une espérance et telles que
P(X <Y)=1,alorsona: EX) < E(Y).

— En particulier : siX > 0,i.e. P({X = 0}) = 1,alors E(X) = 0.




Variables aléatoires discretes :
Espérance mathematique

Soit X une v. a. d sur I’espace de probabilite (1, F, P).

» Relation entre E(X) et E(|X])
X admet une espérance si et seulement si [X| en admet une et
ona: |[E(X)| < E(X]).

- Relation entre E(X) et E(X?)
Si X? admet une espérance, alors X admet une espérance.

- Inégalité de Markov
S1 X admet une espérance, alors : Va = 0, aP(|X| = a) < E(]X]),

etsia>0, ona:P(X|=a) SE(]XD

a .

Variables aléatoires discretes :
Variance et écart type

Soit X une v. a. d définie sur I’espace de probabilité (1, F, P) et

a valeurs dans X(Q) = {x;,%3, ..., X, ... } €t dont ’espérance E(X?)
existe.

« On appelle variance de X la valeur, notée Var(X), définie par :
VarGO-=EF—EX))s-= z (xi—E (X)) Px (x;)

Xi€EX(Q)

« On appelle écart type de X, noté a(X), la racine carrée de la

variance : d(X) = /Var(X)




Variables aléatoires discretes :
Variance et ecart type

Propriéetés

Soit X une v. a.d définie sur I’espace de probabilité (2, F, P) et
a valeurs dans X(Q) = {x4, %5, ..., x,,, ... } €t dont la variance Var(X)
existe. Alorson a :

* Formule de Konig

Var(X) = E(X?) — (E(X))Z = Z xi? Py (x;) — (E(X))Z

l

- Si a et b sont deux constantes, alors : Var(aX + b) = a*Var(X).
« X est constante (presque srement) si et seulement si Var(X) = 0.

Variables aléatoires discretes :
variance

Exemple :
On lance 3 pieces de monnaie. Par X on désigne le nombre de piles obtenus.

La loi de X est donnée par : %, ol1] 21 3
1 [3]3 |1
PX=x) |5 1518 |3

+ Calculons Var(X)
1 3 3 1
E(X)—OX§+1X§+2X§+3X§

E(X?) =02 x~+12x3+22x2432x2=3
8 8 8 83

4

3
)

O

o2 =Var(X) = E(X?) —E(X)?2 =3 —




Variables aléatoires discretes :
qguelgues inégalites

Soit X et Y deux v.a.d admettant une variance, alors on a :

- Inégalité de Tchebychev

va>0 P(X—-EX)| 2a)< Va;fX).

En particulier, si on prend a = ag(X), on obtient:
1
Va>0 P(IX-EX)| =ac(X))< =

« Inégalité de Cauchy-Schwarz
(E(XY))* < E(X?)E(Y?)

Chap. II : Variables aléatoires discretes
B. LOIS USUELLES




Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
Lol Uniforme

On est dans le contexte d’€quiprobabilité sur un ensemble fin1 de
valeur.
Soit X une v.a.d qui prend ses valeurs dans un ensemble fini

X(Q) = {xy,x,, ..., x,}; On dit que X suit une loi uniforme sur
’ensemble X (), noté X~U ¢ x, . x} S
1 1

Vel il PR EX)= 2 s i)

Exemple :
On lance un dé équilibreé et on note X le résultat obtenu. On a :
X~U, 6

Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
Lol Uniforme

S1 X suit une loi uniforme sur ’ensemble X(Q) = {x;, x5, ..., x, }:

X~U (x,x,,..x,} alorsona:

E(X) = %zn:xl & Var(X) = (%zn: xﬁ) - (%Zn: xi>

i=1

 En particulier :
siX(Q) ={1,..,n}et X~Uy »,alors:

n+1 n® —1

E(X) = > ; Var(X) = 7




Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi de Bernoulli B(p)

On est dans le contexte d’une expérience aléatoire qui n’a que
deux résultats possibles : le succes ou 1’échec.
Cette expérience est dite épreuve de Bernoulli.

On dit qu’une v. a.d X suit une lo1 de Bernoulli de parametre
p € ]0,1[, noté X~B(p), si X ne peut prendre que les deux
valeursOetl avec PX =1)=p etPX=0)=1—-p=gq
c EX)=1Xp+0x(1—-p)=p

» Var(X) =E(X*) —E(X)* =p—p* =p(1 —p)

Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi de Bernoulli B(p)

Exemples

« On lance une piece de monnaie équilibrée. La variable X prend
la valeur 1 si on obtient "face" et la valeur O si on obtient "Pile".

La variable X suit la loi de Bernoulli de paramétre % X ~ B(%)
 On lance un d¢ équilibré et on cherche a obtenir la valeur 3 ou

la valeur 6. La variable X prend la valeur 1 si on obtient « 3 ou
6 » et la valeur 0 sinon.

X suit la loi de Bernoulli de parametre % X ~ B(é)




Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi binomiale B(n, p)

On considere une suite de n épreuves de Bernoulli répétees de
maniere indépendante avec méme probabilité de succés p € 10, 1].
Soit X la v. a.d qui compte les succes obtenus, alors on a :

- X() ={0,1,...,n},
X suit une loi de binomiale de parameétres n et p, X~B(n, p) :
~Vke{0,..,n}, Px(k)=P({X=k}) =(})p (1 —p)"*
— n! k({1 _ \n—k
“Hm—oP 4P
— EX)=np et Var(X) =np(1l —p)

Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi binomiale B(n, p)

Exemples
On jette 6 fois une piece de monnaie équilibrée; Soit X la v.a. d

qui compte le "nombre de faces obtenues" ; X ~ B (6 ) %)

- la probabilité d’obtenir exactement 2 faces est
6\ (1\° (1\" 15
ra-9-() ) ) -5
- la probabilité d'avoir au moins 4 faces :

P(X24)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=%




Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi géomeétrigue G(p)

On répete de fagcon indépendante des €preuves de Bernoulli,
ayant méme probabilité de succés p € 10, 1[, autant de fois qu’il
faut pour obtenir le premier succes.

Soit X la variable aléatoire qui représente I’indice d’apparition du
premier succes; (X égale au nombre de répétitions), alors on a :

« X(Q) = N*,
« X suit une loi géométrique de parametre p, X~G(p) :
- Px(k)=P({X=k})=p(Q1—p) ' vkeN

_EX) =% et Var(X) = 1)0;2”

Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi géométrigue G(p)

« Remarque :

la loi géométrique est la lo1 typique du temps d’attente avant
apparition d’un certain événement.

- Exemple :
On lance un dé équilibré plusieurs fois. Soit X I’indice de la
premiere apparition de la valeur 5.

. . J J4 * h 1 1
Alors X suit une loi géometrique de parametre . X~G (g)

1/5 k-1
P(X:k):g<g> ,VkEN*

E(X) =6, Var(X) =30 et o(X) = 5,48




Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi geométrigue G(p)

Propriétes :
« Soit X une v.a.d avec X~G(p) alors :
—PX>k)=01-p)f,vkeN*;
— X est une v. a.d sans mémoire;
*P(X>n+k)/X>k)) =P(X>n), Vk e N";
*P(X=n+k)/(X>k)) =P(X=n), Vk €N,
« Soit X et Y deux v. a.d indépendantes telles que X~G(p,) et
Y~G(p,). Soit Z = min(X,Y) alorson a :
Z =min(X,Y) ~G(p) avecp =1 — (1 —p;)(1 — p2)

Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi de Poisson P ()

La lo1 de Poisson est utiliseée pour modéliser le comptage, dans
I’espace ou dans le temps, d’apparition d’événements rares qui
ont une faible probabilité de réalisation.

— Nombre d’accidents intervenus sur une route par jour,
— Nombre de clients se présentant a un guichet par minute

— Nombre d'appels téléphoniques pendant un intervalle
de temps T;

— Nombre de bactéries contenues dans une préparation

— Nombre de mutations dans une s€quence génétique




Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi de Poisson P(1)

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de

parametre A > 0, notée P(4), lorsque :
« X(Q) =N,

- laloi de X est donnée par : Py(k) = P({X = k}) = %e‘l , k€eN
Danscecas,ona : E(X) =1 et Var(X) =41

Propriété :
Soit X et Y deux v. a.d indépendantes telles que : X~P(4;); Y~P(4,)
alors: X +Y~P(1; + 1,)

Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi de Poisson P (1)

Un standard téléphonique recoit en moyenne 0,7 appel a la
minute. Si X représente le nombre d’appels par minute, alors
X~%P(0,7) Cherchons la probabilité pour que, entre 09h59 et 10h,
le standard recoive :

a. aucun appel > P(X =0)=e""7 = 0,496
b. un seul appel -2 PX=1)= %9‘0'7 = 0,348

C. plus d’un appel > PX>1)=1-PX<1)=0,156




Variables aléatoires discretes
Approximation de la loi binomiale par /a loi de Poisson

« Lorsque n devient grand, le calcul des probabilités d’une lo1
binomiale, P(X = k) = (’;)pk(l — p)™*  devient trés
fastidieux. Il faut trouver une approximation qui facilite les
calculs.

« Sous certaines conditions la lo1 de Poisson propose une bonne
approximation de la loi binomiale.

« La loi binomiale B(n,p) peut étre approchée par la loi de
Poisson P (np) des lors que n est assez grand et
p assez petit: n =50 et np <5

Variables aléatoires discretes, lois usuelles :
loi Hypergéomeétrigue H (N,n,p)

Soit une expérience aléatoire dont le processus est constitue d'un tirage
sans remise de n objets parmi N avec p € |0, 1] est la proportion des
objets ayant une propriété considérée comme « succes ».

Il s’agit donc de répéter n fois une épreuve de Bernoulli de manicre non
indépendantes. Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre de
succes obtenus, alors on a :

« X() ={0,1,...,min(n,pN)},

e X suit une loi hypergéométrique de paramétres N,n,p; X~H (N,n,p) :
N\/(1-p)N
Ce)ER")
()

n

— EX)=np et Var(X) =np(1—p)

— Py(k)=P({X =k}) = ,Vk€{0,1,.. min(n,pN)}

N—n
N—1
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Visiter :

l. https://biologie-maroc.com
e Télécharger des cours, TD, TP et examens résolus (PDF
Gratuit)

2. https://[biologie-maroc.com/shop/
* Acheter des cahiers personnalisés + Lexiques et notions.
e Trouver des cadeaux et accessoires pour biologistes et
géologues.
* Trouver des bourses et des écoles privées

3. https://biologie-maroc.com/emploi/
o Télécharger des exemples des CV, lettres de motivation,
demandes de ...

¢ Trouver des offres d'emploi et de stage
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