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Chap. I

GENERALITES SUR LES PROBABILITES

]
o.)‘.o.>

Introduction

« La théorie des probabilités est une science qui a pour but
I’étude des expériences aléatoires.

- Elle vise a construire des modeles mathématiques pour :
— analyser des situations impliquant I’incertitude,
— definir des mesures de cette incertitude.
- Il s’agit de définir des mesures, des probabilités, pour évaluer

le degré d’incertitude des résultats d’une expérience dans une
¢chelle allantde 0 a 1




Définitions :
Expérience aléatoire

Une expérience aleatoire est une experience qui satisfait aux deux
conditions suivantes :

— On ne peut pas prévoir avec certitude le résultat de I’expérience ;
— On peut décrire tous les résultats possibles avant I’expérience
Exemples :
 Lancer une piece de monnaie un certains nombre de fois
 Choisir au hasard une carte dans un jeu de cartes
 Résultats du loto

« La durée de vie d’un élément radio actif

Définitions :
Ensemble fondamental

On appelle ensemble fondamental €2, I’ensemble de tous les résultats
possibles qui peuvent se produire dans une expérience aléatoire.

Exemples :
~—On-lance-une picee-de-monnaie-+-=-tP;-F}
« Onlanceundé: Q0 =1{1,2,3,4,5,6}

- Une piece de monnaie est lancée trois fois de suite et on observe la

suite de piles (P) ou de faces (F) obtenues. Description
explicite

Q= {(P,P,P),(P,P,F),(P, F.P),(F,P,P),(P,F,F),(F,P,F),(F,F,P),(F,F, F)}

Q = {(w,, w,, w3) tel que w; € {P,F},i=1,2,3} ?ﬁ:;cllrlc[l)ttéon




Définitions :
Ensemble fondamental

Un ensemble fondamental peut étre :

* Fini (discret) : s’il contient un nombre fini de résultats ;

* Infini dénombrable (discret) : s’il contient un nombre infini de
résultats qui peuvent €tre énumeres ;

* Infini non-dénombrable (continu) : s’il contient un nombre infini de
résultats qui ne peuvent étre énumérés.

Les mesures de probabilité seront construites sur des familles
de parties de I’ensemble fondamental appelées Tribu

Définitions :
Tribus

Soit 2, I’ensemble fondamental correspondant a une experience
aléatoire. Une tribu sur Q est une famille F de sous-ensembles

de Q telle que :
1. Q estdans F
2. siA€FalorsA € F

3. si (A,)n>1 est une suite d'événements dans F, alors :

Jaer

nz1




Définitions :
Tribus

Exemples de tribus :
e F={0,0Q}estlatribugrossiére

o F =P(Q) l'ensemble de toutes les parties de £2, c’est la plus
grande tribu

e Si Ac Q alors F ={0,A, A°, Q} estla plus petite tribu

contenant 4

- Danslecas ©2=R,
on prend F = By la plus petite tribu engendrée par les
intervalles ouverts; c’est la tribu de Borel

Définitions :
Tribus

Remarques :

1. SiF estune tribu alors on a :
a QeF,
b. si(A;)n>1 est une suite d'événements dans F,alors
Noer
nz1

2. S1 Q) est un ensemble dénombrable, on choisit naturellement la tribu
discréte F =P(Q).




Définitions :
Espace probabilisable

Si F est une tribu sur I’ensemble fondamental Q, alors le couple
(Q ,F) est appelé espace probabilisable.
Exemple :

Expérience aléatoire : lancer une picce de monnaie .

Alors Q = {P, F}, on choisit F =P(Q)={0,{P},{F}, Q}.

Le couple (© ,F) est un espace sur lequel il est possible de
définir une mesure de probabilité pour cette expérience : c’est
un espace probabilisable

[,)éfinitions :
Evénements

On appelle événement tout élément d’une tribu F sur un ensemble
fondamental (£2) associé a une experience aléatoire.

« Les événements sont notés par des lettres majuscules (A, B,
C,...) et peuvent €tre décrit d’'une maniere implicite ou explicite.

« On dit qu’un événement A se réalise si et seulement si
I’expérience aléatoire donne un des résultats constituant cet
evénement.




I?éfinitions :
Evénements

Exemple :
On lance une piece de monnaie trois fois de suite et on
observe la suite de piles (P) ou de faces (F) obtenues.
Q={(P,P,P),(P,P,F),(P,F,P),(F,P,P),(P,F,F),(F,P,F),(F,F,P),(F,F,F)}

— On considere I’événement A ="obtenir au moins 2 faces'";
A={(P,F,F),(F,P,F),(F,F,P),(F,F,F)}

— I’événement A se réalisera lorsque on obtient I’'une des
quatre configurations (P,F,F)ou(F,P,F)ou(F,F,P)ou(F,F,F)

Définitions :
Opérations sur les événements

Soient A et B deux événements de (Q ,F) :
« Reéunion ( disjonction) : A ou B, AUB ; ¢’est I’événement qui se
réalise lorsque A se réalise ou B se réalise ou les deux se réalisent.

« Intersection (conjonction) : Aet B, A N B c’est I’événement qui
se réalise si et seulement si A et B se réalise en méme temps.

« Négation (événement contraire) : nond, A : ¢’est I’événement qui se
réalise si seulement si A ne se réalise pas.




Définitions :
Relations entre les événements

Soient A et B deux événements de (Q ,F) :

« On dit que I’événement A implique B si la réalisation de A entraine la
réalisation de B lors de I’expérience aléatoire, c’est-a-dire que tous les
résultats de A font partie de B. Formellement on €crit A € B .

« On dit que A et B sont équivalents si A et B se réalisent
simultanément. Formellement on écrit A = B .

« On dit que les événements A et B sont mutuellement exclusifs ou
incompatibles s’ils ne peuvent pas se réaliser en méme temps.
Formellement on écrit A N B=@ .

Définitions :
Catégories d’événements

« Evénement élémentaire (simple) : ¢’est lorsque 1’événement se
réduit a un seul résultat ;

« Eveénement compose : tout événement correspondant a plus d’un
résultat ;

Evénement impossible : que 1’on désigne par @, c¢’est I’événement
qui ne se realise jamais ;

Evénement certain : que 1’on désigne par Q, c’est I’événement qui
se réalise toujours.




Définitions :
Catégories d’événements

Exemple :
On lance 3 fois une picce de monnaie, soit les événements :

A estun
¢vénement simple

* A :n’obtenir aucune Face ; A={(P,P,P)}
* B : obtenir exactement une seule Face ; B:{ (P,P,F),(P,F,P),(F, P,p)}

- C : obtenir au plus une Face ;C ={(P,P,P),(P,P,F),(P,F,P),(F,P,P)}
Nous avons: A impliqueC; AcC

A et B sont incompatibles; ANB =0Q

Définitions :
Probabilité

Soit (2 ,7) un espace probabilisable, une probabilité sur (Q ,7) est
une application P de #dans I’intervalle [0,1] qui vérifie les axiomes
suivants :
1. P(2)=1
2. si (A,)n>1 est une suite d'événements dans F deux a deux
disjoints, 4; N A; = @ Vi # j, alors

p (U An> - Z P(A,)

n=1 nz1

Le triplet (22, P) est appelé un espace de probabilité.




Probabilités :
Propriétés et regles de calcul

Soient A et B deux evénements d’un méme espace de probabilité

(2,7 P),alorsona:
1. P(A) = 1- P(A)
P(@) =0
SiA © Balors P(A) < P(B)

XN N

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A n B)

Exemples de mesure de probabilité :
Probabilité sur un ensemble dénombrable

Soit Q) un ensemble dénombrable, O = { w; ;i € I} ou I est un
ensemble dénombrable, F =P (2) ;

Une mesure de probabilité P sur I’espace (€2, F) est entiérement
definie et caractérisée par :

p; = P(w;}) =0 pourtouti €let zpi =1
i€l
Dans ce cas, pour tout évenement A € F, on a :

P =) Plod = D n

Wi€EA {i;wieA}

P(B nA) = P(B) — P(BNA); P(BNA) = P(A) — P(BNnA)




Exemples de mesure de probabilité :
Equiprobabilité sur un ensemble fini

* On est dans le contexte d’un ensemble fondamental (2 contenant un
nombre fini de valeurs et de I’espace probabilisable (Q ,P(2))

L’hypothese d’équiprobabilité signifie que a chaque ¢lément me €2,

a la méme probabilité de se réaliser :

1 [
P(w) = Cara D Yw € Q ;

« Sous I’hypothese d’équiprobabilité, la probabilité d’un événement E
est donnée par : Card(E)

P(E) T Card(Q)

; VECQ

Exemples de mesure de probabilité :
Equiprobabilité sur un ensembile fini

Application :
on lance un d¢ €quilibré et on note la valeur du point obtenu. Puisque
le dé est équilibre toutes les faces ont la méme chance de sortir : nous
sommes donc sous I’hypothese d’€quiprobabilite.

0 =1{1,23456},F =P(2) et P(A) =¥ vaerF.

Soit B I’événement « obtenir un nombre impair ». Alors, on a :

B={1,3,5} et P(B) = EZZ% =2=05




Eléments de calcul combinatoire

v L’analyse combinatoire est utilis¢ pour ¢tudier et dénombrer divers
types de groupements que 1’on peut faire a partir d’ensembles finis.

v Elle ¢tudie comment compter des objets.

v L’analyse combinatoire permet de répondre a des questions telles
que :
*  On doit choisir deux étudiants parmi 24. Combien existe-t-il de paires
différentes possibles ?

= Combien de codes différents de 4 chiffres peut-on former ?

v" La connaissance de ces méthodes de dénombrement est
indispensable au calcul éléementaire des probabilités.

Principe de multiplication

Permet de compter le nombre de résultats d’expériences qui peuvent se
décomposer en une succession d’étapes ou operations

v" Principe de multiplication
Si p ¢tapes doivent étre effectuées lors d’une expérience, et que la k-
eme étape peut entrainer n,, choix, alors le nombre de résultats possibles

de I’expérience est donné par :
p

‘ ‘nRZTlanZX---XnP

k=1

Cela correspond a la présentation de I’expérience sous forme d’arbre de
choix




Arrangements
Sans repétition

Un arrangement de longueur p d’un ensemble E de n ¢léments est
une suite ordonnée de p éléments distincts de E.

v" le nombre d’ arrangements sans repetition de p objets pris
parmi N est : A (n— IO)'—n(n D(n=2)...(n=p+1); 1<p<n

- Le nombre de tiercés dar'ls I’ordre possibles pour un départ de 15
chevaux est : Als —15><14><13 2730

-Le nombre de facons de placer p objets distincts dans n cases, chaque
case pouvant contenir au plus un objet, est Aﬁ

Exemples :

Arrangements
Avec répétition

Un arrangement avec répetition de longueur p d’un ensemble E
de n éléments est une suite ordonnée de p éléments de E.

v" le nombre d’arrangements avec répétition de p objets pris
parminest: N’

v Le nombre d’applications d’un ensemble a p ¢léments dans un
ensemble & n éléments est: N’

Exemple : combien peut-on former de numéros de téléphone a 8
chiffres ne comportant pas le chiffre 0 ? 9% = 43 046 721




Permutations
Sans repétition

Une permutation dans un ensemble E de n éléments est une suite
ordonnée de n éléments distincts de E.

v' le nombre permutations de n objets est : P,=n;

Exemples :
- considérons une liste de 8 étudiants. Le nombre de maniéres d’ordonner
cette listeest : 8!l =8 X 7 X --- X3 X 2 =40320

« 4 livres de math et 5 de physique doivent étre rangés sur une méme
¢tagere, et doivent rester groupes par matiere. Combien y a-t-il de
dispositions possibles ?

2X 4! x5! =2%x24x%x120=5760

Permutations
avec répétition

v" Le nombre de permutations de n éléments, répartis dans K
classes Cq, C,, -+, Cy telles que card(C;) = n; et que les

¢léments d’une méme classe sont indiscernables, est :
n!

n !xn,!x-.-xn!

Exemple : considérons le mot « CELLULE ». Le nombre de mots
possibles (anagramme) que I’on peut €crire en

permutant ces 7 lettres est : 7 — 420
I1x2!x3Ix1!




Combinaisons
Sans répétition

Une combinaison de longueur p d’un ensemble E de n éléments
est une sous ensemble de p éléments de E.

v" le nombre de combinaisons de p objets pris parmi N est :

P |
Cp:An: n ; 1<p<n notée aussi "
" p! p!(n-p)!

p
Exemple : Le nombre de choix de 5 étudiants parmi 18 est ¢gal a
5 18!
S TR

Combinaisons
avec remise (répétition)

Une combinaison avec remise de longueur p d’un ensemble E de
n éléments est une collection de p ¢léments de E dans la quelle
les éléments peuvent étre répétes.

v" le nombre de combinaisons avec remise de p objets pris parmi
nest: o (n+p-1)1

=————: 1<p<n
Coip p!(n-1)! P
Exemple : le nombre de choix de 3 lettres a partir d’un alphabet a
L :
27 lettres avec remise : C’ - 29! _2es4

2 3126!




Propriétés des combinaisons

i Cnp :Cr?‘p, 0<p<n; ((%){nﬂpjj

ii. Formule de Pascal ( triangle de Pascal):
1 1 .
CP+CP =CPlo<p<n; ((3)+(5.)=(32))

p p+1 p+1
i. (a+b)"=3%(")a’h""

p=0

0 1 2 3 < 7] =)

o

1

1
3 1
4

Wwonl = O
—_

o || s
—_ = =

Coefficients multinomiaux

Le but est de découper un ensemble de n €léments en k sous-ensembles de
tailles ny, n,, ..., n,, telsque n; + n, + -+ + N, = n, et de déterminer le
nombre de découpages possibles.

v" le nombre de partitions (découpages) possibles est le
coefficient multinomial :

( n ) n!
n,n,,---,n,_ ) n!n!--n!

Exemple : On répartit 23 personnes en 3 groupes de 13, 6 et 4 individus.
Le nombre de groupes possibles est : [ 23 ] 23!

13. 641 131614




Exemples de mesure de probabilité :
Equiprobabilité sur un ensemble fini

Exemple : une urne contient 10 boules blanches et 7 boules noires. On tire
deux boules de I’urne. Calculons la probabilité d’obtenir deux boules
blanches.

« () est ’ensemble de toutes les parties de deux élements parmi les 17
boules de ’urne ;

2 17!
rd( Q)= =
Cad( ) C” 215!
Soit B 1’événement « obtenir deux boules blanchesy;
d(B)=-C ==
car 10 2!8'
. P(B) = Card(B) _ 10!x15! _ 10x9 _ 0,33

Card(Q)  17!x8!  17x16

Exemples de mesure de probabilité :
Equiprobabilité sur un ensemble fini

Exemple : On dispose d’un lot de 100 ampoules dont 10 sont
défectueuses. On choisit au hasard un échantillon de 5 ampoules.
Calculons la probabilité d’avoir dans cet échantillon deux ampoules
deéfectueuses :

« () est ’ensemble de toutes les parties de 5 éléments parmi les 100
ampoules s 100!
ra Q)= =
card(2)=C,, 5195
« Soit Al'événement « obtenir deux l%mpobl&:s défectueuses»;

card(A)y=CixCl =

card(A)
- P(A )— e = 0,07

X
218! 3187!




Dgéfinitions :
Evénements indépendants

- Soit (Q ,.7, P) est un espace de probabilité, soit A et B deux événements
de #; on dit que A et B sont indépendants si seulement si
P(A n B) = P(A) x P(B)
« On dit que les évenements A,, A,, ..., A, sont indépendants deux a deux
si et seulement si
Vi#j, P(4;NA4) = P(A) X P(4)
« On dit que les évenements 4,, 4,, ..., An sont mutuellement independants
si et seulement si pour toute sous famille A; ,A; , -, A
avecl1 < i1 < <ip<n,ona:

P(AilmAizm ﬁAik) = P(All) XP(AL'Z) X "‘XP(Aik)

%

Définitions :
Evénements indépendants

Exemple :
on lance un dé non pipé et on note la valeur du point obtenu. On
considere les eévénements :
A: "obtenir un nombre impair" et B :"obtenir un multiple de trois",
alorsona: A={1,3,5}, B={3,6} et A nB={3}
3 1 2 1 1

P(4) =c=5 P(B)=g=3— etP(AnB)zg

A et B sont indépendants car P(AnB) = P(A)xP(B)

Proposition :
Si A et B sont indépendants, alors il en est de méme pour les paires
d évenements-A-et B;-A et B, -A-et-B-




Définitions :
Probabilité conditionnelle

on lance un dé¢ non pip€ et on note la valeur du point obtenu .
Soient A 1’événement "obtenir un nombre premier de " et
B I’événement "obtenir un nombre pair'" et alors on a :

3

A={235},B=1{2.4,6} et AnB={2},P(B) == ; P(A) ==

S1 on sait que B est réalisé quelle est la probabilité d’obtenir A ?

1
P("obtenir A sachant B") = =

_ P(ANB)
~ P(B)

Définitions :
Probabilité conditionnelle

Soit (Q ,F, P) un espace de probabilité; soit A est un événement
de F et soit B un evénement de F de probabilité non nulle.

La probabilité conditionnelle de A sachant B, (la probabilité de
réalisation de A lorsque B est réalisé), notée P(A/B), est définie par :

P(ANB)

P(B) ou P(B) > 0

P(A/B) =




Probabilité conditionnelle
Exemple

Dans I’expérience aléatoire consistant a lancer deux dés équilibres, quelle
est la probabilité d’avoir une somme €gale a 8 sachant que les deux dés
indiquent le méme résultat?

* En effet, soit I’événement A= "Obtenir une somme ¢gale a 8" et
B =" les deux dés indiquent le méme résultat "

Q = {(1,1), (1,2), (1,3),..., (6,6)} 36 valeurs
A =1{(2,6),(3.5), (4,4), (5,3),(6,2)} 5 valeurs
B = {(1,1),(2,2).,(3,3), (4,4),(5,5),(6,6)} 6 valeurs

P(ANB) (1/36) 1
P(B)  (6/36) 6

P(A/B)=

Probabilité conditionnelle et indépendance

Nous avons vue que deux événements A et B sont dit indépendants en
probabilité si et seulement si :

P(AnB)=P(A)xP(B)
donc dans le cas d’indépendance on a :

P(A/B)y=P(A) e P(B/A)=P(B)

L’indépendance signifie que la probabilité de réalisation de
I’événement A n’est pas modifiée par la réalisation de
I’événement B et inversement.




Probabilité conditionnelle
formule des probabilités composées

Soit (Q2 ,F, P) un espace de probabilité et A4, ..., A, , n événements de F
telsquen>letP(A; NA,N---NA,_q) #0,alorsona:
P(AjnA,Nn---NA, =

P(A)P(Az /A)P(A3 /A1 NAz) ... P(Ay /A1 NAz NN Ay yq)

Remarque :
lorsque n=2, on retrouve la définition des probabilités
conditionnelles : P(A; N A;) = P(A1)P(4, / A4)

Probabilité conditionnelle
formule des probabilités composées

Exemple :

Soit I'expérience qui consiste a choisir au hasard, I'une aprés l'autre, sans
remise, deux ampoules électriques dans une boite contenant 10 ampoules dont
3 sont défectueuses et 7 sont bonnes.

Quelle est la probabilité de « choisir deux ampoules défectueuses dans les deux
tirages » ?

Soit les événements :
— D, «I'ampoule choisie au 1ler tirage est défectueuse».

— D, «lI'ampoule choisie au 2eéme tirage est défectueuse».

Alors la probabilité de tirer deux ampoules défectueuses est :

e 1
P(DlnDZ):P(Dl)P(Dz/Dl)—EX§—E




Probabilité conditionnelle
formule des probabilités composées

Exemple :
Quelle est la probabilité de tirer successivement trois as d'un jeux ordinaire de
52 cartes, si on ne remet pas, a chaque fois, la carte tirée.
Soit les événements :
— A "la premiéere carte tirée est un as"

— B : "la deuxieme carte tirée est un as"
— C : "la troisieme carte tirée est un as«
Alors la probabilité de tirer 3 as est :

4 3 2 1
P(ANBNC)=P(A)PB/AP(C/ANB) = 52 X571 %50 " 552t

Probabilité conditionnelle
formule des probabilités totales

Soit (O, F, P) un espace de probabilité et A, ..., A,, , des evénements
de F formant une partition de Q) :
deux a deux incompatibles : A; N A; = @, Vi,j |
AjUA,..UA, =Q :"
et soit E un evénement quelcongue de F, o 7 -
alors ona: it

|[Partition (A, ..., Ag} de .

P(E)= ) P(ENA) = ) P(E/A)P(4)
i=1 i=1

En particulier .
P(E) = P(E/AP(A) +P(E/APA),YAEF




Probabilité Conditionnelle
formule des probabilités totales

Exemple :

Dans une faculté, il y a 3 filles pour 4 garcons. Il est connu que 35% des
garcons sont des sportifs contre seulement 20% des filles. Quelle est la
probabilité de choisir au hasard dans cette faculté une personne sportive

Solution : {: B
Soit E : "la personne choisie est sportive" , - f 08 E

Soit F : "la personne choisie est une fille " ,
G = F : "la personne choisie est un gargon".

On a, en utilisant la formule des probabilité totales : 0.35 E
P(E) = P(E / F)P(F)+ P(E/F)P(F) Gﬁ: :
20

3 35 4
=2 w24+ 2 % 2=0,286
100 7 100 7

Probabilité conditionnelle
Formule des probabilités totales

Exemple : Une boite contient trois piéces de monnaie. L'une est réguliére,
une autre a deux faces et la derniére est faussée de facon a ce qu’elle tombe 2
fois plus souvent sur le coté face que sur le coté pile. On choisit au hasard une
piece dans la boite puis on la lance.

Quelle est la probabilité d’obtenir Face ?

Solution : ) RN -
A : la piece tiree est reguliere

172 P

A <
112 E
N . P

: la piéce tirée est a double faces 42 g

: F
113 P

c <
213 F

: la piece tirée est faussée
: obtenir le coté face 113

T T O @

: obtenir le coté pile

P(F) = P(A)P(F/A) + P(B)P(F/B) + P(C)P(F/C)
= (1/3)(1/2) + (1/3)(1) + (1/3)(2/3) = 0,722




probabilité conditionnelle
formule de Bayes

Soit (Q,F, P) un espace de probabilité et A4, ..., A,, , n événements
de F formant une partition de 2 , alors pour tout événement E
et tout indicej, on a :

P(E/A;)P(4;)  P(E/A;)P(4))
P(E) XML P(E/A;)P(A)

P(A;/E) =

En particulier :
en prenant une partition de type (A, A) cette formule devient :

P(E/A)P(A) _ P(E/A)P(A)
P(E)  P(E/A)P(A)+P(E/A)P(A)

P(A/E) =

probabilité conditionnelle
formule de Bayes

Exemple
On dispose de deux urnes A et B. L'urne A contient 4 boules rouges et 5
boules blanches et I'urne B contient 2 boules blanches et 3 boules rouges.
On tire au hasard et a I'aveuglette une boule de 'urne A et on la place dans
I'urne B. Puis, on choisit au hasard de I'urne B une boule.

Sachant que la deuxieme boule tirée est rouge, @
quelle est la probabilité que la boule transférée | m

de l'urne A vers l'urne B, ait été rouge ? Urne A Urne B
. .

.. [ X J




probabilité conditionnelle a7 é-~//f’ﬁ\‘@

I Ume A | | Ume B |
formule de Bayes
4 AT
Solution : a/6 _— R2
Soit les événements : R1
* R1:"La premiere boule tirée est rouge" w2 2/6 7
* R1:"La premiére boule tirée n'est pas rouge" o 3
* R2:"La seconde boule tirée est rouge" 5/9 ot
* R2:"La seconde boule tirée n'est pas rouge" R _
3/6 R2
PR1/R2) = P(RDP(R2/RI) _ P(Rl)P(R2/_Rl) _
P(R2) P(R1)P(R2/R1)+P(R1)P(R2/RI)
(4/9)(4/6) 0.516

T (4/9)4/6)+(5/9(3/6)
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Visiter :

l. https://biologie-maroc.com
e Télécharger des cours, TD, TP et examens résolus (PDF
Gratuit)

2. https://[biologie-maroc.com/shop/
* Acheter des cahiers personnalisés + Lexiques et notions.
e Trouver des cadeaux et accessoires pour biologistes et
géologues.
* Trouver des bourses et des écoles privées

3. https://biologie-maroc.com/emploi/
o Télécharger des exemples des CV, lettres de motivation,
demandes de ...

¢ Trouver des offres d'emploi et de stage
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