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2 Systémes linéaires & Matrices

On appelle systéme linéaire toute famille d’équations de la forme

a1 ry + appxe + ...+ alnxn:bl
(911 + Q9o X9 + ...+ CLQn.Tn:bQ

Am1 L1 + Am2 T2 + .o+ A Ty = bm

Si tous les b; sont nuls, le systéeme est dit homogéne.

L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire ne change pas si 'on effectue
sur les équations les opérations élémentaires suivantes :

— changer 'ordre des équations;

— multiplier une équation par un nombre non nul;

— ajouter & une équation une combinaison linéaire des autres équations.

Méthode du pivot

La méthode du pivot — que l'on appelle aussi méthode de Gauss —
consiste a effectuer des opérations élémentaires sur les lignes du systéme pour
mettre celui-ci sous forme échelonnée.

Etant donné un systéme d’équations linéaires, réduisons-le a un systéeme plus
simple de la maniére suivante :

1) échanger au besoin les équations, de telle sorte que la premiére incon-
nue x; ait un coefficient non nul dans la premiére équation : ainsi a;; # 0;
2) pour chaque ¢ > 1, appliquer
Li — anli—ainly
c’est-a-dire remplacer la i-éme équation linéaire L; par I’équation obtenue

en multipliant la i-éme équation L; par a1y, et en soustrayant la premiére
équation L; multipliée par —a;;.

Nous obtenons alors un systéme équivalent plus simple :

a1 Ty + a2 + ai3r3 + ...+ AT, = by
@245, Tjy + .. + Q9n T, = b2
Umjo Tjy + -vnn. + Qyn Ty, = by,

Exemple Considérons le systéme d’équations linéaires suivant :

22 +4y —z+2v+2w= 1
3v +6y+2— v+4w=-T
4dr+8y + 2+ 5v— w= 3

Eliminons I'inconnue z dans la deuxiéme et la troisiéme équations en appliquant les combi-
naisons linéaires Lo — 2Ly — 3Ly et Lg — L3 — 2L :
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20 +4y — z+2v+ 2w = 1
5z — 8v 4+ 2w = —17
3z4+ v —bw= 1

Dans cet exemple, c’est I'inconnue z qui joue le role de I'inconnue x, .

A Texception de la premiére ligne, le systéme plus simple que l'on a obtenu
forme un systéme partiel qui a moins d’équations et moins d’inconnues que le
systéme initial.
1) S’il se présente une équation de la forme 0x; + 0xy + ...0xz, = b avec
b # 0, le systéme est alors impossible et n’a pas de solution.

2) Sl se présente une équation de la forme 0z + 0y + ... 0x, = 0, cette
équation peut étre supprimée, sans affecter la solution.

En réitérant le procédé de Gauss avec chaque nouveau sous-systéme, nous
obtenons par récurrence soit un systéme impossible, soit un systéme réduit a
la forme équivalente suivante :

a1y + ajpoxry + a13 T3 + o + A1p Tp = b1
A2y Xjy + A2 jo+1 Tjy41 + + Aop Ty = b2
Qrj,. Tj, —+ Qr j.+1 Lj.4+1 + ..o+ apr, = br

Ofl].<j2<...<jr et au%O,azh%O,...,am%O.

On dit d'un tel systéme qu’il est échelonné.

Les inconnues x; qui n’apparaissent pas au commencement d’une équation
(1 # 1, ja,...,Jjr) sont appelées des variables libres.

Dans un systéme réduit & une forme échelonnée, on peut distinguer deux cas :

1) r =n : ily a autant d’équations que d’inconnues; le systéme admet alors
une solution unique.

2) r <n: il y a moins d’équations que d’inconnues; on attribue alors un
paramétre différent & chaque variable libre et obtient la solution
générale du systeme.

Exemples

22+ y—2z+3w=1 Ei:;ii:gii 22+ y— 2z+ 3w=1
1) S3z+2y— z+2w=4 = y—+ 4z — Hw=>5
3r+3y+3z—3w=25 3y + 12z — lbw =17

Ls — Ls — 3Ls 20 +y—2z+3w= 1

= y+ 4z —-—>dw= 5

0= -8

L’équation 0 = —8 montre que le systéme est impossible : S = &.
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LQ*)LQ*LI

r+2y—3z= 4 L3 — L3 —2L r+2y—3z= 4
:11 L4~>L472L1 4 —
2) x4+ 3y + =z 4 y+ 4z 7
2¢ + by — 4z =13 y+2z= 5
20 + 6y + 2z = 22 2y + 8z =14
L3 — L3 — Lo .I'+2y—322 4
Ls— Ly —2Lo y+dz= 7T T+ 2y —3z= 4
= = y+4z= 7
T 2= 2z = -2
0= 0 o
L1 —-Li +3L3
Lg*)*QLg $+2y732 4 L2*)L274L3 :C+2y :7
- y+4z=7 — Y =3
z=1 z=1
L; —L; —2L2 x =1
z=1
On remarque d’abord que le systéme est possible, puisqu’il n’y a aucune équation de
la forme 0 = b avec b # 0. De plus, puisque dans la forme échelonnée il y a trois
équations et trois inconnues, le systéme admet une solution unique : S = {(1;3;1)}.
T+ 2y —22+ 3w= 2 i;:i;:;lﬂi T+ 2y — 22+ 3w=2
3) 2z + 4y —3z+ 4dw= 5 = z—2w=1
5x + 10y — 82z 4+ 11w = 12 2z — 4w =2
L3 — L3 — 2Ly ¢ 2y — 22+ 3w =2 T+ 2y — 2z + 3w =2
== z—2w=1 == Y 2w =1
0=0 o
Ll—)L“lg-QLQ 1-+2y — w =4
z—2w=1

Le systéme est possible et, comme il y a plus d’inconnues que d’équations dans la forme
échelonnée, le systéme a un nombre infini de solutions. En fait, il y a deux variables
libres : y et w. On pose y = a et w = 8. La premiére équation donne x =4 —2a+
et laseconde z=1+24. Ainsi S={(4—-2a+8;a;1+28;8):a,8 € R}.

2.1
20+ y— z=1
r+2y+ z=28
3r— y+2z=7

1)

=3

20 +y + 32
3z —y+4z
4 +y — =z
rty+ z=

r+2y+3z= 9
r— y+4z= 15
—x+ Ty —62z=-27

Résoudre les systémes linéaires suivants par la méthode du pivot :

22 — y+3z= 4

2) ¢ 3z +4y— z=-5
r+by—4z=-9

1) r—3y+z— t=0
204+ y—2+4+2t=0
r+2y—5z+4t= 1

6) 2 —3y+ 22+ 3t= 18

4o —Ty+ z—-6t=-5
r+ y— z+ t= 1
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2.2

2.3

r+ y— z=1
Pour quelles valeurs de k le systéeme < 2x + 3y + kz =3 a-t-il
x4+ ky+3z2=2

1) aucune solution ? 2) une solution unique? 3) plus d’une solution ?
Quelle condition doit-on avoir sur a, b et ¢, de telle sorte que le systéme
rT+2y— 3z=a
2x + 6y — 112z =0 admette une solution ? Cette solution est-elle unique ?
r—=2y+ Tz=c
Matrices et systémes d’équations linéaires

Le systeme d’équations linéaires

a1 Ty + apxe + ...+ a, T, = by
(911 + Q9o X9 + ...+ CLQn.Tn:bQ

Am1 L1 + Am2 T2 + .o+ Qpp Ty = bm

est équivalent a I’équation matricielle

a1 a12 P Q1np I b1
a921 99 P Qo To bg
Aml Gm2 - - CGmn Tn by,

ou simplement AX =B avec A = (a;;), X = (z;) et B = (b;).

La matrice A est appelée la matrice des coefficients du systéme linéaire.

Le systéme linéaire est complétement défini par sa matrice augmentée :

a1 a1z a1y | b1
Q21 A22 agy | ba
Al Gma - Gmn | Op,

Avec cette nouvelle notation, il est désormais possible de résoudre un systéme
linéaire en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice
augmentée du systéme, sans se soucier des variables, jusqu’a ce qu’elle soit
échelonnée.

Exemple

x4+ 2y —2z2+ 3w= 2 1 2 -2 3|2
2z + 4y — 3z 4+ 4w = 5  donne la matrice augmentée 2 4 -3 415
S5z + 10y — 8z + 11w = 12 510 —8 1112

Echelonnons cette matrice :
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L2~>L272L1
1 2 -2 3|2 La —Ls— 5Ly 12 -2 3|2
2 4 -3 4|5 = 00 1 —-2(1
510 —8 1112 00 2 —4|2
L3 — Lz —2Lo 12 Ly —Li+2L2 120 14
== 00 1 -2 - 001 —-2]1
00 0 0|0 000 0]0
Cette derniére matrice échelonnée réduite équivaut au systéme

4+ 2y - w=4 .
z—2w=1 = {

0=0

4 -2y+ w
1 + 2w

Résoudre les systémes suivants en échelonnant leur matrice augmentée :

r— y— z2=6 T+ y+ z=9
1) r—2y—32z=10 2) r+2y+3z=14
Sr+6y+ z= 2 3x 4+ 2y + 2z =22

(

r+ y— Z2+4+ v— w=
—2rx+ y—2z2+3v =
3) 3v—2y— 24+ v+2w=
r + 3y —2v —Hw =
| r+2y+3z2+ v-—3w=-—
(32 -3y — 2+ 2v—9w= 13
rT— y+2z— v—6w=—6
rT— Y+ 2+ v—-—6w= 1
2+ y— z2—2v+Tw=-3

— = 00 O 0o

Apres avoir appliqué a maintes reprises la méthode du pivot, nous pouvons
donner une définition formelle d'une matrice échelonnée.

Une matrice est dite échelonnée si elle remplit les conditions suivantes :
1) toutes ses lignes non nulles sont situées au-dessus de ses lignes nulles;

2) chaque élément de téte d’une ligne se trouve dans une colonne a droite
de I’élément de téte de la ligne précédente ;

3) tous les éléments de la colonne sous un élément de téte sont nuls.

On appelle les éléments de téte les pivots de la matrice échelonnée.

Exemple Voici des matrices échelonnées ou les pivots ont été encerclés :

@3204 5 —6 0®3 0 0 4 0
"”O”"(')'“@ 1-392 0 000D 0 -30
0000 0.® 2 0000@ 2 0
00000 O O 0000 0 0:QD

Une matrice échelonnée est dite réduite si les pivots sont :
1) les seuls éléments non nuls dans leurs colonnes respectives;

2) chacun égal a 1.
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2.5

2.6

Dans 'exemple précédent, la seconde matrice est réduite, mais pas la premiére.

La méthode du pivot permet, suite a une série d’opérations élémentaires sur
les lignes, de mettre toute matrice sous forme échelonnée réduite.

On appelle rang d’une matrice le nombre de lignes non nulles de la matrice
échelonnée équivalente (une ligne est nulle si tous ses éléments sont nuls).

Mettre les matrices suivantes sous forme échelonnée, puis sous forme échelon-
née réduite ; déterminer leur rang.

123 4
)| 4567 2)
6789

ot W =
N Ot W
O J Ot
NG |

)
7

Matrice inversible

Théoréme Soit A une matrice carrée d’ordre n. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) la matrice A est de rang n ;

2) le systéme linéaire AX = B posséde une solution unique pour toute
matrice colonne B ;

3) la matrice A est inversible.

Preuve L’équivalence des deux premiéres affirmations est une reformulation

des remarques faites & propos de la méthode du pivot a la page 2.2.

Montrons que 3) implique 2) :

existence : 1'équation AX = B admet la solution X = A~1B, étant donné que
AX=A(A"B)= (AA1)B=1B = B;

unicité : si Y vérifie aussi 'équation AY = B, alors Y =1Y = (A'A)Y =
A1 (AY) =A"B=X.

Enfin, I'existence de la matrice inverse est explicitée ci-dessous avec 'exposé
de la méthode de Gauss-Jordan.

1 -3 2
Calculer le rang de la matrice A= [ 2 1 —3 | del’exercice 1.22 et montrer
4 -3 —1

qu’elle n’est pas inversible.
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Meéthode de Gauss-Jordan

Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible. L’inverse de A est une matrice
carrée X d’ordre n telle que AX =1,,, c’est-a-dire

a1 Q12 ... Qi1 T1i1 iz ... Tin Lo ... 0
A1 Q22 ... Q2qp To1 T2 ... Top 0

: 0
Ap1 Qp2 ... dApp Tpl Tp2 .- Tpn O Ce 0 1

Trouver X revient donc & déterminer les solutions de n systémes de n équations
a n inconnues :

11711 + A12To1 + ... F A1 Ty =1
(21 T11 + Qo2 To1 + ... + A2, Ty =0

(p1 T11 + A2 To1 + ..o+ Qpp Tpp = 0
a1 Tip + 12 Top + ...+ Q1 Ty = 0
a1 T1p + Q22 Top + ... + A2 Tpy, = 0

Apl T1p + 2 Top + .o+ Qpp Tpp = 1

Il est possible d’exprimer ces systémes d’équations par une seule matrice, en
augmentant la matrice A de la matrice identité I,, :

ay;py Qi ... Qaip 1 0 ... 0
91 Q929 ... QA9pn 0

: 0
apl Gpa ... Apn |0 ... 0 1

Pour résoudre ces systémes d’équations, on utilise la méthode de Gauss-
Jordan. Elle consiste a effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de
la matrice A augmentée de la matrice identité I,,, jusqu’a mettre la matrice A
sous forme échelonnée réduite. Dés lors que la matrice A est de rang n, on
obtient la matrice identité I,, dans le bloc de gauche et I'inverse de A dans le
bloc de droite.

(AlL) = (L. [AT)

Exemple A titre d’exemple, reprenons la matrice A = (g ?) de l'exercice 1.19.
3 2|11 0 Lo — 3L —214 3 2 1 0 Li —Ll1+2Lo 3 0 -3 6
2 1|0 1 — 0 —1|-2 3 - 0 —1[-2 3
L — %Ll
Lz — —Lo 1 0(-1 2 3 -1 -1 2

= <0 1 ‘ 9 _3) Il en résulte A=! = < 9 _3> .
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2.7

2.8

2.9

2.10

Déterminer si les matrices qui suivent sont inversibles et calculer, quand c’est
possible, leur inverse.

1 -1 0
9 3 9 3

0 () 2(3 %) e

1 1

ey (R [

_ 3 1 _1
4)_4267_34 1z oz 615 06 0
L1 0 0708

A quelle condition la matrice (

o OO

0 a
b 0] est-elle inversible ?
00

Quel est alors son inverse ?

A quelle condition la matrice <Z Z) est-elle inversible 7

Quel est alors son inverse ?

Méthode de résolution d’un systéme linéaire par matrice inverse

La preuve de la page 6 a montré que si une matrice A est inversible, alors tout
systéme d’équations AX = B posséde I'unique solution X = A~!'B.

s 3z + 2y =11 ,, . .. 3 2\ (xz\ (11
Exemple Le systéme {21: by 8 s’écrit matriciellement (2 1) <y> = (8) .

(-6 () H)-()

Résoudre les systémes suivants en utilisant la méthode de la matrice inverse.

2x +2y +3z2= 5 3x +d0y+4z=3
1) x + z=-2 2)  dx+>dy+42=0

—xr — z =2

r+ y+ z= 3

r+2y+32z=1
3) 2 — y—2z=
3z +5y+ z=10

y_
22+ y+52+ t= 5
r+ y—3z—4t=-1
3z 4+ 6y —2z+ t= 8
20+ 2y + 22 —-3t= 2
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Réponses

2.1 1) S={(1;2;3)} 2)S={1l—-a;—24+a;a):acR}
3) S=92 4) S={2a—-58;3a—48;7a;7p):«,f € R}.
5) S={(13—-11la;-2+a;3a):a R} 6) S={(1;-1;2;3)}
2.2 1) k=-3 2) k# —3etk#2 3) k=2
2.3 5a—2b—c=0 ; lesystéme ne peut pas avoir de solution unique.
2.4 1) S={3;-2;-1)} 2)S={d+a;5—-2a;a):a e R}

3) S={(3;5;-2;1;3)}
4)S={2+a+38;a;-3+23:2+06;0):a,8 R}

10 -1 =2 10 -1 0
2.5 Dlo1 2 3| r=2 (o1 2 o] r=3
00 0 O 00 0 1
2.6 r=2<3
1 11
z 3 2 2 2
2.7 1) o 2) non inversible 3) -3 3 3
Son 1 _1 1
2 T2 2
-2 0 L 0
-1 1 -1
. . 0 -2 0 1
4) non inversible 511 -1 2 60 s o _1 g
4 4
2 0 -1 ; \
001
2.8 abc#0 0 3 0
100
d —b
2.9 ad—be#0 aﬁﬁ<_c a)
2.10 1) S={(-1:5;-1)} 2) S={(=3;8;-7)}
3) S={(2;1;-1)} 1) 8 ={(2:5:0:9)}
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