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Exo7

Systemes d’équations linéaires

Corrections d’ Arnaud Bodin

Exercice 1

1. Résoudre de quatre manieres différentes le systeme suivant (par substitution, par la méthode du pivot
de Gauss, en inversant la matrice des coefficients, par la formule de Cramer) :

2x + y = 1
3x + Ty = =2
2. Choisir la méthode qui vous parait la plus rapide pour résoudre, selon les valeurs de a, les systemes
suivants :
ax + y =2 (a+x + (a—1)y = 1
(@+1)x + 2ay = 1 (a—1)x + (a+1)y = 1
Correction V Vidéo W [002768]
Exercice 2
Résoudre les systemes suivants
x + y — z =0 x + vy 4+ 2z = 5 3x — y 4+ 2z = a
X — y = 0 X — y - =1 —x + 2y — 3z = b
x + 4 + z =0 X + z =3 x + 2y + z = ¢
Correction V Vidéo W [001163]
Exercice 3
Trouver les solutions de
3x+2z=0
3y+z+3t=0
x+y+z+t=0
2x—y+z—1t=0
Correction V Vidéo M [001178]
Exercice 4
Etudier I’existence de solutions du systeéme :
ax + by + z =1
x + aby + z =
x + by + az = 1.
Correction ¥ Vidéo W [003417]

Exercice 5
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Discuter et résoudre suivant les valeurs des réels A, a, b, ¢, d le systéme :

(I4+A)x+y+z+t = a
x+(1+A)y+z+t = b
(s) oz
x+y+(1+A)z+t = ¢
x+y+z+(1+A)y = d
Correction V Vidéo W [001169]

Exercice 6 Formule d’intégration numérique

Trouver trois réels a, B,y tels que pour tout polyndme de degré < 3 on ait :

/2 ' Ply) dx = aP(2) + BP(3) + 7P(4).

Indication V¥V Correction V Vidéo M [003424]



http://www.youtube.com/watch?v=JfeFfZxwyVI
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Indication pour I’exercice 6 A

Ecrire les polyndmes sous la forme P(x) = ax® + bx”> + cx + d. Calculer f24 P(x) dx d’une part et aP(2) +
BP(3) + yP(4) d’autre part. L’identification conduit a un systéme linéaire a quatre équations, d’inconnues
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Correction de ’exercice 1 A

1. (a)

(b)

(©)

(d)

2. (a)

Par substitution. La premiere équation s’écrit aussi y = 1 — 2x. On remplace maintenant y dans la
deuxieme équation

9
x+Ty=-2 = +7(1-2%)=-2 = 1lx=9 = X=17

Onendéduity:y=1-2x=1-— 2% =— 17—1 La solution de ce systeme est donc le couple (%, —%)
N’oubliez pas de vérifier que votre solution fonctionne !

Par le pivot de Gauss. On garde la ligne L; et on remplace la ligne L, par 2L, —3L; :

2x 4+ y = 1 2x + y = 1
{ x + Ty = =2 { Iy = =7
On obtient un systeme triangulaire : on en déduity = — % et alors la premiere ligne permet d’ obtenir

-9
X=q1-

Par les matrices. En terme matriciel le systéme s’écrit

2 1 X 1
AX =Y avecA—<3 7) X_(y> Y—<_2)

On trouve la solution du systeme en inversant la matrice :
X=A""v.

L’inverse d’une matrice 2 x 2 se calcule ainsi

.. _f(a b 1 1 d b
51A—(c d) alors A _ad—bc<—c a>

b
d

1 (7 -1 1\ _1/9
b _ 4l _ 1
A= (—3 2> ot X=4 (—2) 1 (—7)

Par les formules de Cramer. Les formules de Cramer pour un systeme de deux équations sont les
suivantes si le déterminant vérifie ad —bc # 0 :

Il faut bien silir que le déterminant detA = ‘j ‘ = ad — bc soit différent de 0.

Ici on trouve

e b‘ a e
{ax+by:e:>x:fd ot y:Cf
cx + dy = f a b a b
c d‘ c d’
Ce qui donne ici :
’1 1‘ ‘2 1’
-2 7 9 3 -2 7
X=—F— =" et y=——=——
2 1 11 2 1 11
3 ;3

Avant tout on regarde s’il existe une solution unique, c’est le cas si et seulement si le déterminant
1

azj_ 1 24l = a® — 1 donc il y a une unique

est non nul. Pour le premier systeme le déterminant est

solution si et seulement si a # 1.

Bien siir toutes les méthodes conduisent au mé&me résultat ! Par exemple par substitution, en écrivant
la premiére ligne y = 2 — ax, la deuxieéme ligne devient (a? + 1)x +2a(2 — ax) = 1. On en déduit

: _4a—1 _ s o —2a*4a-2
que sia # +1 alors x = 25— puis y = ===,

4



Traitons maintenant les cas particuliers. Si a = 1 alors le systeéme devient : { 2); I 2yy i 1

L. Donc il n’y a pas de solution.

z .
—x + y = 2
2 — 2y =1

Mais on ne peut avoir en méme temps x+y=2etx+y =

Sia = —1 alors le systeme devient : { etil n’y a pas de solution.

a+1 a-1
a—1 a+1
Si a # 0 alors on trouve la solution unique (x,y). Par exemple avec la formule de Cramer

(b) Ici le déterminant est

‘:(a+1)2—(a—1)2:4a.

1 a-—1 a+1 1
1 a+1 1 . a—1 1 1
T4 T 2T T 4 T2

Sia=0iln’y a pas de solution.

Correction de I’exercice 2 A

1. Remarquons que comme le systeme est homogene (c’est-a-dire les coefficients du second membre sont
nuls) alors (0,0,0) est une solution du systeéme. Voyons s’il y en a d’autres. Nous faisons semblant de
ne pas voir que la seconde ligne implique x = y et que le systéme est en fait trés simple a résoudre.
Nous allons appliquer le pivot de Gauss en faisant les opérations suivantes sur les lignes L, <— Ly — L

etls<«L3—L;:
x + ¥y — z =0 x + y — z =0
X — = 0 <= - 2y + z =0
x + 4 + z =0 3y + 2z = 0

On fait maintenant L3 <— 2L3 + 3L, pour obtenir :

x + y — z =20
- 2y + z =0
7z = 0

En partant de la derniere ligne on trouve z = 0, puis en remontant y = 0, puis x = 0. Conclusion 1’'unique
solution de ce systeme est (0,0,0).

2. On applique le pivot de Gauss Ly <— Ly — Ly et Lz < L3 — Ly :

X + vy 4+ 2z =5 x + y 4+ 2z =5
x —y — z =1 < - 2y — 3z = —4
x + z =3 -y - z = -2

Puis L3 < 2L3 — L, pour obtenir un systéme équivalent qui est triangulaire donc facile a résoudre :

x + y + 2z =5 x =3
- 2y — 3z = 4 &&=y = 2
z =0 z = 0

On n’oublie pas de vérifier que c’est une solution du systeme initial.

3. On fait les opérations L, <— 3L, + L et L3 < 3L3 — L pour obtenir :

3x — y + 2z = a 3x — y 4+ 2z = a
—-x 4+ 2y — 3z = b = Sy — 7z = 3b+a
X + 2y + z = ¢ Ty + z = 3c—a

Puis on fait Lz <— 5L3 — 7L,, ce qui donne un systéme triangulaire :
3x — y + 2z = a

Sy — Tz = 3b+a
54z = 5QBc—a)—703b+a)



En partant de la fin on en déduit : z = % (—12a —21b+ 15c¢) puis en remontant cela donne

x = %(8a+5b—c)
(—2a+b+7c)
(—4a—Tb+5c¢)

1
Z = 1

<
Il
oo‘_‘oo‘_‘

Correction de I’exercice 3 A
On commence par simplifier le systeme :
— on place la ligne L3 en premigre position pour le pivot de Gauss;
— on réordonne les variables dans 1’ordre : y,t,x,z pour profiter des lignes déja simples.
y + ¢t + x + z =0
3y + 3t + z =0
-y — t + 2x + z =0
3x + 2z = 0

On commence le pivot de Gauss avec les opération L, <— Ly — 3L et Lz <— L3 4 L pour obtenir :

y +t + x + z =0
— 3x — 2z =0

3x + 2z = 0

3x + 2z = 0

Les 3 dernieres lignes sont identiques, on se ramene donc a un systéme avec 2 équations et 4 inconnues :

y +t + x + z =0
3x + 2z = 0

Nous choisissons x et y comme parametres, alors z = — %x ett=—x—y—z= %x —y. Les solutions du systeme
sont donc les

3 1
{(x,y,z- —Ex,t = Ex—y) | x,y € R}

Correction de I’exercice 4 A

1. Pour éviter d’avoir a diviser par a on réordonne nos lignes puis on applique la méthode du pivot :

x + by + az =1 g x + by + az =1 L
x + aby + z L, <= bla—1l)y + (l—-a)z = b—-1 p,cr,-1,
ax + by + z =1 b(1-a)y + (1 _az)z = l-a erz-ay

On fait ensuite L3 <— L3 + L, pour obtenir un systéme triangulaire équivalent au systeme initial :

x + by =+ az =1
bla—1)y + (l1—a)z = b—1
(2—a—-d*)z = b—a
2. Nous allons maintenant discuter de I’existence des solutions. Remarquons d’abord que 2 —a —a*> =
—(a—1)(a+2).Doncsia#1eta# —2alors2—a—a’># 0 donc z = #}ZH). On a donc trouvé
la valeur de z. La deuxieme ligne du syst¢me triangulaire est b(a — 1)y + (1 —a)z = b — 1 on sait déja

b—1—(1-a) .
Tl)az. Puis

a—1z0.Si b # 0 alors, en reportant la valeur de z obtenue, on trouve la valeur y =
avec la premiere ligne on en déduit aussi x = 1 — by —az.
Donc sia # 1 eta# —2 et b # 0 alors il existe une unique solution (x,y,z).

3. Il faut maintenant s’occuper des cas particuliers.



(a) Sia =1 alors notre systéme triangulaire devient :

x + by + z = 1
0 = b-—1
0 = b—1

Sib # 1iln’y apas de solution. Sia = 1 et b =1 alors il ne reste plus que I’équation x+y+z = 1.
On choisit par exemple y,z comme parametres, I’ensemble des solutions est

{(1-y-zy2)|nz€eR}.

(b) Sia= —2 alors le systeme triangulaire devient :
x + by — 2z = 1
=3by + 3z = b-1
0 = b+2
Donc si b # —2 il n’y a pas de solution. Si a = —2 et b = —2 alors le systéme est
x — 2y — 2z = 1
2y + z = -1

Si I’on choisit y comme parametre alors il y a une infinité de solutions

{(-1-2y,y,—1-2y) |y e R}.

(c) Enfin si b = 0 alors la deuxiéme et troisiéme ligne du systéme triangulaire sont : (1 —a)z = —1 et
(2—a—a*)z=—a.Donc z = l%la = 5—“— (le sous-cas b =0 et a = 1 n’a pas de solution). Dans

tous les cas il n’y a pas de solution.

(d) Conclusion :
— Sia# leta# —2etb+#0,c’est un systtme de Cramer : il admet une unique solution.
— Sia=1eth# 1iln’y apas de solution (le systeme n’est pas compatible).
— Sia=1eth=1ilyaune infinité de solutions (qui forment un plan dans R?).
— Sia=—-2etb# —2iln’y apas de solution.
— Sia= —2etb=—2ilyaune infinité de solutions (qui forment une droite dans R3).
— Sib=0iln’y apas de solution.

Correction de ’exercice 5 A

1. On commence par simplifier le systeme en effectuant les opérations suivantes sur les lignes : Lj <—
Li—Lg, Lo+ Ly —Ly, I3 L3—Ly:

Ax - At = a—d

Ay — At = b—d

(8) = Az — At = c—d
X+ y 4+ oz + (1+Ax = 4

2. Traitons le cas particulier A = 0. Si A = 0 alors le systéme n’a des solutions que sia =b =c =d. Les
solutions sont alors les (x,y,z,¢) qui vérifie x +y+z -+t = d. (C’est un espace de dimension 3 dans R*.)

3. Si A #0 alors on peut faire 1I’opération suivante sur la derniére ligne : Ly < L4 — %Ll — %Lz — %L3 pour

obtenir :
Ax — At = a—d
Ay — At = b—d
(8) = Az — At = c—d
(A+4)y = d—j(a+b+c—3d)



4. Cas particulier A = —4. La derniére ligne devient 0 =a+b+c+d. Donc si a+b+c+d # 0 alors il
n’y a pas de solutions.

SiA=—4eta+b+c+d=0 alors existe une infinité de solutions :

(t a—d, _b-d, C_dt>]teR
L LI '

5. Cas général : L #£0et A # —4. On calcule d’abord t = ﬁ (d— %(a +b-+c—3d)) eten remplagant par
la valeur de ¢ obtenue on en déduit les valeurs pour x =t + 1 (a—d),y =t + 1 (b—d),z =t + 1 (c —d).
1l existe donc une solution unique :

(A+3)a—b—c—d (A+3)b—a—c—d (A+3)c—a—b—d (A+3)d—a—b—c
< A(A+4) ’ A(A+4) ’ A(A+4) ' A(A+4) >

Correction de I’exercice 6 A

Notons P(x) = ax® + bx* + cx +d un polynéme de degré < 3.

1. Tout d’abord calculons I’intégrale :

4

4 4 3 2 56
/ P(x) dx = a1+ b et tdx| =60a+ 22b+6c+2d.
> 477372 ) 3

2. D’autre part
aP(2)+BP(3)+yP(4) = a(8a+4b+2c+d) + B (27a+9b+3c+d) +y(64a+ 16b+4c+d).

Donc
aP(2)+BP(3)+vP(4) = (80 +27B +64y)a+ (40t +9B +16y)b+ (2ot +3B +4y)c+ (a+ B + y)d.

3. Pour avoir Iégalité [, P(x) dx = aP(2) + BP(3) + YP(4) quelque soit les coefficients a, b, ¢, d il faut et
il suffit que

56
(8ot +27B +64y)a+ (4o +9B +167)b+ (200 + 3 +4}/)c+(a+ﬁ+}’)d:60a+?b+6c+2d

ce qui équivaut a

o + B+ v =2
20 + 38 + 4y = 6
4a + 9B + 16y = 2

8ax + 278 + 64y = 60

De facon surprenante ce systeme a 3 inconnues et 4 équations a une solution unique :
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