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Exo7

Fractions rationnelles

Corrections de Léa Blanc-Centi.

1 Fractions rationnelles

Exercice 1
Existe-t-il une fraction rationnelle F' telle que

(FX))*=(x2+1)3 2

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [006964]

Exercice 2

Soit F = g une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible. On suppose qu’il existe une fraction ration-

nelle G telle que
P(X) )
G|— | =X
(o

1. Si G = @XttaXia montrer que P divise (ag — boX) et que Q divise (a, — b,X).

bp X" +---4b1 X+bg

2. En déduire que F = g est de la forme F(X) = g((icbl

3. PourY = ?))((:CZ’ exprimer X en fonction de Y. En déduire I’expression de G.

Indication V¥ Correction ¥ Vidéo A [006965]

Exercice 3
Soitn € N* et P(X) =c(X —ay)--- (X —ay) (ou les a; sont des nombres complexes et ot ¢ # 0).

1. Exprimer a I’aide de P et de ses dérivées les sommes suivantes :

2”: 1 2”: 1 1
= X —ak = (X —a)? 1<hidan X —a) (X —ay)
kA
2. Montrer que si z est racine de P’ mais pas de P, alors il existe A, ..., A, des réels positifs ou nuls tels

que Y7 A =letz=Y}_, &ax. Sitoutes les racines de P sont réelles, que peut-on en déduire sur les
racines de P’ ?

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo A [006966]

2 Décompositions en éléments simples

Exercice 4
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, par identification des coefficients.

_ X
. F=s+

_ X3-3X%4X-4
2. G= %1

_ 2X34X2-X+1
3. H= X22X+1
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_ X+l
4. K= 5

Indication Vv Correction V¥ Vidéo N [006967]

Exercice 5
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, en raisonnant par substitution pour obtenir les
coefficients.

1. F=XtX'+1

X3-X
_ X3 4X+1
2. 6= (X-1)3(X+1)
_ X
3 H = e
_ 2X4 4 x343x%6X 41
4. K= e
Indication V¥ Correction ¥ Vidéo A [006968]

Exercice 6
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R.

1. A I’aide de divisions euclidiennes successives :

4X0 —2X5 + 11X — X3+ 11X2+2X +3

F =
X(X2+1)3

2. A T’aide d’une division selon les puissances croissantes :

4X* — 10X +8X%2 —4X +1
X3(X —1)2

G=

3. Idem pour :
X4 2
H— +2X°+1
X5 X3

4. A l’aide du changement d’indéterminée X =Y 41 :

O XP+Xt+1
OX(X—1)4

Indication V¥ Correction V Vidéo N [006969]

Exercice 7

1. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur C.

(3—2i)X —5+3i X+i 2X
X24+iX+2 X2+ (X +10)?

2. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, puis sur C.

X +X+1 X2-3 X2+1
X4 -1 (X2+1)(X2+4) X4+1

Correction ¥ Vidéo W [006970]
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3 Applications

Exercice 8

On pose Qp = (X — 1)(X —2)%, 01 = X(X —2)% et O, = X(X — 1). A I’aide de la décomposition en éléments
simples de m, trouver des polyndmes Ag, Ay, A tels que AgQp+A101 +A207 = 1. Que peut-on en
déduire sur Q1, O, et Q3?

Correction ¥ Vidéo W [006971]

Exercice 9

Soit 7,,(x) = cos (narccos(x)) pour x € [—1,1].
1. (a) Montrer que pour tout 6 € [0, 7], T,,(cos ) = cos(n@).
(b) Calculer Ty et T7.
(c) Montrer la relation de récurrence 7,42 (x) = 2xT,41(x) — T, (x), pour tout n > 0.
(d) En déduire que T, une fonction polynomiale de degré n.

2. Soit P(X)=A(X —ay)--- (X —ay) un polyndme, ou les a; sont deux a deux distincts et A # 0. Montrer

que
1
1 o i P'(ay)
PX) EX-a
3. Décomposer Ti en éléments simples.
n
Indication V Correction V [006972]



http://www.youtube.com/watch?v=FPyfOQL32Hg

Indication pour P’exercice 1 A

Ecrire F = sous forme irréductible.

Indication pour I’exercice 2 A

Ecrire G = 4 sous forme irréductible (on pourra choisir par exemple n = max(degA,degB)).

Indication pour I’exercice 3 A
Considérer P'/P et sa dérivée, et enfin P”/P.

Indication pour I’exercice 4 A

Pour G et H, commencer par faire une division euclidienne pour trouver la partie polynomiale.

Indication pour I’exercice 5 A

Les fractions F, K ont une partie polynomiale, elles s’écrivent
F=X>+X+14X4X41

— 4x? 6X+l
K—X+1+W

Indication pour I’exercice 6 A

Pour F', commencer par écrire F' = ¢ + Fj ou F| = - puis diviser N par X2 + 1. Pour K, commencer par

N
X2+1)?
obtenir K =1+ % + K7, puis faire le changement d’indéterminée dans K.

Indication pour ’exercice 9 A

Pour 1. exprimer cos ((n + 2)6) et cos(nB) en fonction de cos ((n+1)0). Pour 3. chercher les racines de T, :
B (2k+1)
Wy =cos | ~——= | pourk=0,...,n—1.




Correction de I’exercice 1 A

Ecrivons F(X) = % avec P et Q deux polyndmes premiers entre eux, avec Q unitaire. La condition (F (X ))2 =
(X2 +1)3 devient P2 = (X? +1)3Q?. Ainsi @? divise P>. D’out Q° = 1, puisque P? et Q% sont premiers entre
eux. Donc Q = 1 (ou —1). Ainsi F = P est un polyndme et P> = (X2 +1)3.

En particulier P? est de degré 6, donc P doit étre de degré 3. Ecrivons P = aX> + bX? + cX +d, on développe

Iidentité P? = (X2 41)3

XO43X4+3X2+1=
a?X% +2abX> + (2ac + b*)X* + (2ad + 2bc) X + (2bd + ¢*)X? + 2cdX +d*

On identifie les coefficients : pour le coefficient de X 6 onaa=+l1, puis pour le coefficient de X Sonab=0;
pour le coefficient de 1, on a d = +1, puis pour le coefficient de X, on a ¢ = 0. Mais alors le coefficient de X>
doit vérifier 2ad +2bc = 0, ce qui est faux.

Ainsi aucun polynéme ne vérifie I’équation P> = (X% + 1)3, et par le raisonnement du début, aucune fraction
non plus.

Correction de ’exercice 2 A

1. Posons G = % et F = 5 (avec A,B,P,Q des polynémes). On réécrit I’identité G(F (X)) = X sous la
forme A(F (X)) = XB(F(X)). Posons n = max(degA,degB). Alors n > 1 car sinon, A et B seraient
constants et G(g = X aussi.

Onadonc A =Y}  aX* et B=Y}_biX*, ot (a,,b,) # (0,0), et I'identité devient

n P k n P k
“(o) x5 (o)
Lelg) 5 e
En multipliant par Q”, cela donne

Y aP gt =Y bxPOE
k=0

n
k=0

Donc
(a0 —boX)Q" + (- +(ax—bX)PQ"*+--) + (an—bX)P"=0

ou les termes dans la parenthese centrale sont tous divisibles par P et par Q. Comme Q divise aussi le
premier terme, alors Q divise (a, — b,X)P". D apres le lemme de Gauss, puisque P et Q sont premiers
entre eux, alors Q divise (a, — b,X). De méme, P divise tous les termes de la parenthése centrale et le
dernier, donc P divise aussi (ap — bpX)Q", donc P divise (ap — bpX).

2. Supposons de plus qu’on a écrit G = % sous forme irréductible, c’est-a-dire avec pged(A,B) = 1. Vu
que a, et b, ne sont pas tous les deux nuls, alors a,, — b,X n’est pas le polyndme nul. Comme Q divise
a, — b, X alors nécessairement Q est de degré au plus 1; on écrit Q(X) = ¢X +d. Par ailleurs, ag — bpX
n’est pas non plus le polyndme nul, car sinon on aurait ap = bp = 0 et donc A et B seraient tous les deux
sans terme constant, donc divisibles par X (ce qui est impossible puisqu’ils sont premiers entre eux).

Donc P est aussi de degré au plus 1 et on écrit P(X) = aX + b. Conclusion : F(X) = ?))((is Notez que a
et b ne sont pas tous les deux nuls en méme temps (de méme pour b et d).

3. SiY = %528 avec (a,b) # (0,0), alors X = —4=2_ Autrement dit si on note ¢(X) = 452, alors sa
bijection réciproque est ¢ 1 (¥) = — =2,

Nous avons prouvé que G (£ = X Cette identité s’écrit G(¢ (X)) = X. Appliquée en X = ¢ (Y
p q X+d pphiq

elle devient G(¢ (91 (Y))) = ¢! (¥), c’est-a-dire G(Y) = ¢~ 1(Y). Ainsi G(Y) = — =2

cY—a-

Correction de I’exercice 3 A




1. (a) Puisque P(X)=c(X —ay) - (X —ay) :

PX)= cX—a) - X—a))+cX—a))(X—a3) (X —ay,)
+ooteX—a) - X—ar1) X —ar1) - (X —ap)
+oteX—ar)--(X—an1)

La dérivée est donc la somme des termes de la forme : C(X_“)‘()_"L'l(kx —a) _ )’:(_Xa)k
A PO P PE)
P(X)=
(X) X—a Xfak—i_ +Xfan

Donc : : .

P 1

P k; X —ay

(b) Puisque Y7 17 )2 est la dérivée de — Y, X%ak, on obtient par dérivation de —%' :
P P // n
“Lw-ar

(c) On a remarqué que la dérivée de P’ est la somme de facteurs ¢(X —a;)--- (X —a,) avec un des

(X —ay)—(X— A
cX—a)X—dn) _ Xfak. De méme P” est la somme de fac-

facteurs en moins, donc de la forme

X—ay
teurs Ic;(X —ay)--+ (X —ay) avec deux facteurs en moins, c¢’est-a-dire de la forme % =
W—a)(X—ar) *
P 4 1
P'= donc — =
1<itn X —ar)(X —ag) 1<k A< (X —ax)(X —ay)
kil kil

2. On applique ’identité (( =Y v ! , €Nz avec les hypotheses P(z) # 0 et P'(z) = 0. On en déduit

n

)y

f=1% 7 Gk

= 0. L’expression conjuguée est aussi nulle :

n n Z
TN
k=1 k=1

|z — ak\z

Posons y = E Alors

a\z

Zn:uk(z—ak):o donc (Xn: ) :Zn: Uyax
k=1 k=1 k=1

Posons Ay = i/ (X3_; Mx), alors :

— Les A sont des réels positifs.

— Yis A =1

— Etz= ZZ:l Aray.

En particulier si les a; sont tous des nombres réels, alors z est aussi un nombre réel. On vient de prouver
que si un polyndme P a toutes ses racines réelles, alors P’ a aussi toutes ses racines réelles. On a méme
plus : si on ordonne les racines réelles de P en a; < ay < --- < a, alors une racine z de P’ est réelle et
vérifie a; < z< a,.

Plus généralement, I’interprétation géométrique de ce que I’on vient de prouver s’appelle le théoréme
de Gauss-Lucas : «Les racines de P’ sont dans 1’enveloppe convexe des racines (réelles ou complexes)
de P.»

Correction de ’exercice 4 A




L F=35
Commengons par factoriser le dénominateur : X> —4 = (X —2)(X +2), d’ot une décomposition en élé-

ments simples du type F = En réduisant au méme dénominateur, il vient X2X7 — (a+b)X+2a=b)

a b
X72+X+2' 4 X2—4

. : . . =1 o
et en identifiant les coefficients, on obtient le systeme atb .Ainsia=>b = % et
2(a—b)=0
X 1 1
=_2 4 2

X2—4 X-2 X+2
2. G=X3000x4
Lorsque le degré du numérateur (ici 3) est supérieur ou égal au degré du dénominateur (ici 1), il faut ef-
fectuer la division euclidienne du numérateur par le dénominateur pour faire apparaitre la partie polyno-
miale (ou partie entiére). Ici la division euclidienne s”écrit X? —3X? +X —4 = (X —1)(X>—-2X —1) —5.
Ainsi en divisant les deux membres par X — 1 on obtient

—3X24X— 4 5
J; 2)(—1—7l

La fraction est alors déja décomposée en éléments simples.
_ 22X XX +1
3. H="p"x
Commencons par faire la division euclidienne du numérateur par le dénominateur : 2X3 +X? —X +1 =

(X2 —2X+1)(2X +5)+7X —4, ce qui donne H=2X+5+ 7X2}i ;- Il reste & décomposer en éléments

Puisque le dénominateur se factorise en (X — 1), elle sera

7X 4  _ bX+a—b
—2X+1 X2-2X+1

simples la fraction rationnelle H = Tﬂ
s X 7- En réduisant au méme dénominateur, il vient

de la forme H, = eten

(X— 1)
identifiant les coefficients, on obtient » = 7 et a = 3. Finalement,

2X34+X2—X+1 3 7

— X 45
gy Dt x T T x

_ X+1
4. K= X4+1

Ici, il n’y a pas de partie polynomiale puisque le degré du numerateur est strlctement 1nferleur au degré
Sim 3in in

du dénominateur. Le dénominateur admet quatre racines complexes e ie e ,e4 =e 4 ete T et
En regroupant les racines complexes conjuguées, on obtient sa factorisation sur R :

in 3in 3in

Xl = ((X—e)X—e D) (X —eF)x—eF))
= (X*—2cosZ+1)(X*—2cos3E+1)
- X —fX+1)(X2+\fX+1)

Puisque les deux facteurs (X2 —v/2X + 1) et (X?++/2X + 1) sont irréductibles sur R, la décomposition
en éléments simples de K est de la forme K = —4Xtb__ | __cXd

X2—V2X+1 ' X24+2X+1°
En réduisant au méme dénominateur et en identifiant les coefficients avec ceux de K = ))((4111’ on obtient

le systeme
a+c=0
V2a+b—+2c+d=0
a+V2b+c—+2d=1
b+d=1

Systeme que I’on résout en a = %ﬁ, c= %, b= # etd = 2%5. Ainsi
X+1  —2x4E2 2y 2

= +
X*+1  X2—2X+1 X2+V2X+1

Correction de ’exercice 5 A




X54+Xx4+1
1. F = Y

Pour obtenir la partie polynomiale, on fait une division euclidienne : X> + X*+1 = (X> = X)(X?>+ X +
1)+X2+X+1.Cequidonne F =X?>+X +1+Fj, ot F| = +X+1 .Puisque X3 —X =X (X —1)(X+1),
la décomposition en éléments simples est de la forme

X24+X+1 a b c

F: = — _
XX D)X +D X X—1 X+1

Pour obtenir a :
— on multiplie 1’égalité par X :

X+l _
— on s1mphﬁe<x1+)ﬁ—a+ﬂ+x—“,
— on remplace X par O et on obtient —1 =a+0+40, donc a = —1.

De méme, en multipliant par X — 1 et en remplacant X par 1, il vient b = % Puis en multipliant par

X +1 et en remplagant X par —1, on trouve ¢ = 1.

2
D’ou

X(X24X+1)
X(X-1)(X+1) — X

(% + %21 + %57):

XS+x4 41, 14 3
T =X X - 2 2
X3-X A Y TR X

__ X34X+1
2 G= oo

La partie polynomiale est nulle. La décomposition en éléments simples est de la forme G = ﬁ +

w2y xR
— En multipliant les deux membres de 1’égalité par (X — 1)3, en simplifiant puis en remplagant X par
1, on obtient a = %

— De méme, en multipliant par X + 1, en simplifiant puis en remplagant X par —1, on obtient d = 3
— En multipliant par X et en regardant la limite quand X — oo, on obtient 1 = ¢ +d. Donc ¢ = %
— En remplacant X par O, il vient —1 = —a+b —c+d. Donc b = 3

Ainsi :

X*+x+1 3

e X

_ X
3 H = ey

Puisque X2 + 1 et X% +4 sont irréductibles sur R, la décomposition en éléments simples sera de la forme

X _aX+b+cX+d
(X2+1)(X2+4) X241 X2+4

— En remplacant X par 0, on obtient 0 = b+ %d .

. g . 2 2
— En multipliant les deux membres par X, on obtient e +1))( T = “);(zilix + C))((Ziix En calculant la
limite quand X — 4o, ona 0 =a+c.
— Enfin, en évaluant les fractionsen X = 1 et X = —1, on obtient % = # + C+d et 75 7“2“’ + 765”.
La résolution du systéme donne b =d =0, a = %, c= —% et donc
1 1
X Ix 1x

X2+ 1)(X2+4) X2+1 X2+4

2X4+X3+%X2 6X+1
4. K = e

Pour la partie polynomlale, on fait la division euclidienne :
X4 4 X3 43X% —6X +1=(2X> —XH)(X + 1)+ (4X>—6X +1)

cequidonne K =X +1+4K; ou K| = %ﬁ Pour trouver la décomposition en éléments simples de

K1, on factorise son numérateur : 2X> — X? = 2X?(X — ) ce qui donne une décomposition de la forme
Ki=%




On obtient alors a en multipliant les deux membres de 1’égalité par X? puis en remplacant X par O :
a = —1. On obtient de méme c¢ en multipliant par X — % et en remplacant X par % : ¢ = —2. Enfin on
trouve b en identifiant pour une valeur particuliere non encore utilisée, par exemple X = 1, ou mieux en
multipliant les deux membres par X et en passant a la limite pour X — +oo : b = 4. Finalement :

2X4 4+ X3 +3X2—6X+1 N 1 4 2
2X3 — X2 B X x-1

Correction de I’exercice 6 A

1 F= 4X52X5 411X — x3+11x2+2x+3
: - X(X2+1)3

(a) La décomposition en éléments simples de F est de la forme F' = ¢ + (;(’{jf)} + (gfjle)z + {(ﬁf Il

est difficile d’obtenir les coefficients par substitution.

(b) On va ici se contenter de trouver a : on multiplie F' par X, puis on remplace X par 0, on obtient
a=3.

(c) On fait la soustraction Fi = F — ¢. On sait que la fraction Fy doit se simplifier par X. On trouve

F = X3 —2x*ox3 X2+2X+2
1= (X2H1)3

(d) La fin de la décomposition se fait par divisions euclidiennes successives. Tout d’abord la division
du numérateur X° —2X4 42X — X2 +2X 4+ 2 par X> +1:

X5 2X* 42X X2 42X 2= (X2 + 1)(XP —2X> 4+ X + 1)+ X +1
puis on recommence en divisant le quotient obtenu par X2 + 1, pour obtenir
X —2xt 42X X2 42X +2=(X*+ 1)((CP+ D)X =2)+3) + X + 1
On divise cette identité par (X?+1)3

@) (DX -2)13)4X 4Ly X-2
= eEuyE = wry T e T
Ainsi
3 X+1 3 X-2
F=2+ +

X (X2+1) (X2+1)2+X2+1

Remarque : cette méthode des divisions successives est treés pratique quand la fraction a décomposer a
un dénominateur simple, c’est a dire comportant un dénominateur du type Q" ot Q est du premier degré,
ou du second degré sans racine réelle.

_oaxt— 10x*+8x2 AX+1

La décomposition en éléments simples de G est de la forme -2 v+ X2 +5+ - 1)2 + x—7. La méthode
la plus efficace pour déterminer les coefficients est d’effectuer une lelSlOIl suivant les puissances crois-
santes, ici a I’ordre 2 (de sorte que le reste soit divisible par X* comme le dénominateur). On calcule la
division suivant les puissances croissantes, a I’ordre 2 du numérateur 1 —4X + 8X2 — 10X 4+ 4X* par
(X —1)2, ou plutdt par 1 —2X + X2 :

1—4X +8X? — 10X° +-4X* = (1 —2X +X?)(1 —2X +3X?) + (—2X° +x*)

Remarquer que le reste —2X3 + X* est divisible par X?.
En divisant les deux membres de cette identité par X3(X — 1)2, on obtient a, b et ¢ d’un seul coup :

G = HX-10X7+8X°—4X+1

= X3(X—1)?

o (X=1)?2(1-2X+3X2) 4 (—2X34+-X4)

- | X‘(X l)X 5

X3 x? + + x-1)?

Il reste a trouver d et e : par exemple en faisant la division euclidienne de X —2 par X —1: X —2 =
(X—1)—1.

1 2 3 1 1

G=F—5to— +

X3 xX2'X (Xx—-1?2'x-1



3. H = XX+l X442X2+1
' X5-X3 XBX-1)(X+1)"

La décomposition sera de la forme H = 5 + % +5+ )% + 557 Pour obtenir a, b, ¢, on fait la division
du numérateur par (X —1)(X 4 1) = X? — 1 selon les puissances croissantes, a 1’ordre 2 (de sorte que le
reste soit divisible par X> qui est la puissance de X au dénominateur de H, en fait on I’obtient 4 1’ordre
3):

1+2X2 + X4 = (=1 +X%)(—1-3%X%) +4x*

ce qui donne directement

H — XX+l
— XOX-D)X+1)
(X2 —1)(—1-3X2)+4x*
x3gx2—1)
_1 3 4x
= TX T X T X
Il reste a décomposer X‘Z‘}f [ = % + x57-Ontrouve d = e =2, d’o
goXire+r 13 L2 2
X=X X X X-1 X+1

Remarque : la méthode de division selon les puissances croissantes est efficace pour un exposant assez

grand (en gros a partir de 3) dans une fraction du type Xf(x)

o(x)"
du type #ﬁfé(x)’ mais il faut commencer par le changement de variable Y = X — a avant de faire la

division, puis bien entendu revenir a la variable X.

Elle peut étre utilisée pour une fraction

_ X4X441
4, K= XOX—T) -

Puisque le degré du numérateur N est supérieur ou égal a celui du dénominateur D, il y a une partie

polynomiale. N et D étant de méme degré, avec le méme coefficient dominant, la partie polynomiale
4 _ a b c d e :

vaut 1 et K se décompose sous la forme K =1+ ¢ + X1 + PEIE + FeE + x—- Le coefficient a

s’obtient facilement en multipliant K par X puis en remplacant X par 0 : a = 1.

: 11 4x3-2x%>2X43
SoitKj =K—1—5= =1

En développant, on obtient directement

4(Y+1)3=2(Y+1)>=2(Y+1)+3

. Le changement d’indéterminée X =Y 41 donne K| = VT

A4y 410r*46Y+3 3 6 10 4

K T T
: Y# ve s Tty
3_ 2_ .
etdonc (avecY =X —1): K; = ¥ &{nfx” = (Xfm + (Xfl)_g + (Xlol)z + % . Finalement,
X3 4+X4+1 1 3 6 10 4
K = " = 1 —
xx—1)F txtaxor T wop T o Tx—a
Correction de I’exercice 7 A
1.
(3=20)X—5+3i _ 2+4i + 1-3i
X24iX+2 = X—i " Xt2i
Xei o E8edi | B
X4 T x VA x VA
X - 1 + —i
X+i2 — X+ Xti)?
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3 1 1
X4X+1 3 i X+
X4-1 - X+X—1 +X+1 X2+1
U B e TR Y
X+4 —1 +}7(+1 x5 T X
X273 _ __ 3 + 3
(X2+1)(X2+4) 2Xz-s-l , X2+4
. . 7 .
— 3! 3t —13t 2t
- —i —!_ +i + X—2i 1+ X+2i
X241 2 + 2
X4+1 X2—V2X+1 ' X24/2X+1
_ 7721' + Tzi
- 2 V2 N
X—%—-%i X-%5+%5i
V3, _ Vv,
to e m T e s
2 2 2 2
X+T+Tl X+7771
Correction de ’exercice 8 A
La décomposition en élément simple s’écrit :
1 1 _3
1 _ "1 1 2 4

_l’_

Txyr Tx—2

XX-1H)(x-2?2 X X-1
En multipliant cette identité par le dénominateur X (X — 1)(X —2)?, il vient :
1==300+ Q1+ (; - (X-2) 0.

Ainsi Ag = —%, Aj=1letA =(2—- %X ) conviennent. On a obtenu une relation de Bézout entre Q, O, et O3
qui prouve que ces trois polyndmes sont premiers dans leur ensemble : pged(Q1,02,03) = 1.

Correction de I’exercice 9 A

1. (a) Si on pose x = cos® alors I'égalité T;,(x) = cos (narccos(x)) devient T,(cos8) = cos(n8), car
arccos(cos0) = 6 pour 6 € [0, 7|.

(b) To(x)=1,Ti(x) =x.
(c) Enécrivant (n+2)0 = (n+1)0+ 0 et nf = (n+1)6 — 6 on obtient :
cos ((n+2)0) =cos ((n+1)0) cos 6 —sin ((n+1)6) sin 6
cos (n@) = cos ((n+1)0)cosB +sin ((n+1)6)sin6
Lorsque I’on fait la somme de ces deux égalités on obtient :
cos ((n+2)0) +cos (n6) = cos ((n+1)6) cos 6
Avec x = cos 0 cela donne :
Tn+2 (x) + Tn (x) == 2)CT,,+1 (x)

(d) Ty et Ty étant des polyndmes alors, par récurrence, 7, (x) est un polyndme. De plus, toujours par la
formule de récurrence, il est facile de voir que le degré de T, est n.

2. Puisque les racines de P = A(X —a;)--- (X — a,) sont deux a deux distinctes, la décomposition en
éléments simples de 113 est de la forme Xi'al R R

Expliquons comment calculer le coefficient ¢;. On multiplie la fraction % par (X —aj) ce qui donne
X—a; __ X—ay X—ay X—a; __ 1

TP TCa Tty Tt ok, T = am—a) (=)

On évalue ces égalités en X = a; ce qui donne

1 1
Aay —az)--- (a1 —ay) B A‘ijél(al —aj)

Ccl1 =

11



On obtiendrait de méme le coefficient ¢ en multlphant par (X —ay), puis en remplagant X par ay, ce

qui donne : ¢ =

1
ATljzlar—aj)

Or la dérivée de P est

PX)= AMX—a) - X—a)+A(X—a1)(X—a3) (X —ay,)
oot MY =) (X~ (X )+ (X—a,)
+o+AX —ar) (X —anp)

et donc P'(ar) = AT1;.1 (a1 —a;) et plus généralement P'(ax) = A ;. (ax —a;). On a bien prouvé

Ci =

3. (a)

(b)

% et ainsi la décomposition en éléments simple de 1/P est :

|
_ i P’ (ay)

s X
Cherchons d’abord les racines de 7;,(x). Soit x € [—1,1] :

T,(x) =0 <= cos(narccos(x)) =
<= narccos(x) = g (mod )

k
<= 3JkeZ arccos(x) = 27; + o

Comme par définition arccos(x) € [0, 7], les entiers k possibles sont k =0,...,n— 1. Ainsi

T km T krm
arccosx = —+— < x=cos| —+—
2n  n 2n
Posons donc @y, = cos (karin])”> pour k =0,...,n— 1. Les wy sont les racines de 7. Finalement

T (x) = ATTiZp (x — o).
Ainsi T, (x) = A TT} =) (x — ax) et les @y sont deux a deux distincts. On sait par la question précédente
que la décomposition en éléments simple de 1/7,, s’écrit

L /T ()
X — oy

Repartant de T,,(x) = cos (narccos(x)), on calcule T}, (x) = \/1'17 sin (narccos(x)). En utilisant que

sin (narccos(ay)) = sin (n (Ql‘;)”)) — sin (g k) = (~1)F

et
V1 —cos26 = V/sin? =sin O pour 6 € [0, 7]
on trouve que T}, () '<’ e )
Ainsi .
1 n—1 (7’11) sin (Qk;nl)”)
LX) S X —cos ((Zk;nl)”)
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