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mathématiques - S1

7

TD 3 : Polynémes et fractions rationnelles - corrige département Mesures Physiques - IUT1 - Grenoble

exercices théorique

UJ

1. Effectuer la division selon les puissances décroissatae
(@X*—-X3+3X24+1 par X?2+3X+1
(b) X°+2X3-3X -2 par X3+ X+1

(C)6X°5—7X*+1 par (X —1)2
corrigé succinct :
(&) On pose la division :
Xt - X? 4+ 3Xx? + 1 |/X® + 3X + 1
Xt 4+ 3x* 4+ X? X7 — 4X + 14
— 4X° + 2X7 + 1
— 4X3® - 12X? - 4X

14X° + 4X + 1
14X2%2 4+ 42X + 14
— 38X — 13

doncl X* — X3X +1=(X?+3X +1)(X?—4X + 14) — 38X — 13.

(b) Demémeontrouve X° +2X% —3X —2=(X? + X +1)(X? +1) - X? —4X -3

(c) Deméme 6X° —7X* +1=(X?—-2X +1)(6X> +5X% 44X +3) +2X — 2.

2. Effectuer la division selon les puissances croissarges d

@2+ X? par 1-X+3X%? alordre2

(b)1 par 1+2X—X? alordre3

(c)5+2X par 1+X alordrel.

(d1-X par 14X alordren, pourtoutn € N*.

corrigé succinct :

(&) On pose la division :

2+ X2 1 — X 4+ 3Xx°2
2 — 2X 4+ 6X2 2 + 2X — 3X°
2X — 5X°
2X — 2X? 4+ 6Xx°
— 3X%7 — 6x°
- 3X? 4+ 3x3 - 9x¢
— 9X° 4+ 9X7

dong| 24 X2 = (1 - X +3X?)(242X —3X?) - 9X* +9X*.

(b) Deméme|, 1= (1+2X — X?)(1 —2X +5X% —12X3) +29X* — 12X°5.

(c) Deméme, 5+2X = (5 —3X)(1+ X) +3X2

3. Déterminer le polynéme réel unitaire de degré 4 donti est racine
simple et 2 est racine double.

corrigé succinct Si le polyndme est unitaire de degré 4, il s’écrit
(X —a)(X = b)(X —¢)(X —d), a, b, c,d désigant ses quatres racines complexes.
On sait déja que 2 est racine double (il compte deux fois dalisté ci-dessus).
1 — 4 étant racine, il ne reste plus qu’une racine a trouver. Qisellors le résultat souvent
utile suivant : siz est racines dé& et si P est a coefficients réels,est racine deé”. En effet,
puisqueP(z) = 0, on aP(z) = 0 et doncO = P(z) = P(Z). Ainsi, 1 + 7 est aussi racine de
P,doncP = (X —2)*(X — (1 —i))(X — (1 +1)) = (X? —4X +4)(X® —2X +2)

P=X*"—6X%414X% - 16X +8.

4. Factoriser sut et surR les polyndmes :
(@ X% +2X -3 (b) X* +2X2 -3 () X3 —X%2+2X —2
d)X*+1 (e)X*—2X3+X -2 (f) X* —5X3+8X2 -5X +1

corrigé succinct (a) Le discriminant de ce polyndme du second degré est 16setsines

sont -3 et 1. Ainsi

L X2 42X -3 = (X —1)(X +3).

(b) On utilise le résultat précédent + 2X2% — 3 = (X2 — 1)(X? + 3). Il reste a factoriser

chacun de ces deux facteurs.



OnaX?—1= (X —1)(X +1), etX? 4+ 3 estirréductible suR, et vaut

(X —/3i)(X + v/3i) surC.

Ainsi,| sUrR, X* +2X? -3 = (X —1)(X +1)(X?+3) | et

surC, X* +2X2 — 3 = (X — 1)(X + 1)(X — v/3i)(X + /3i)

(c) On commence par déterminer une racine "évidente", &bbeparmi les diviseurs du
terme constant -2 : on teste dohic-2, 1, —1, pour constater que est effectivement racine
(et pas les trois autres nombres).

Alors on effectue la division d&® — X? + 2X — 2 par X — 1 (on sait & 'avance que le
reste doit étre nul) X* — X2 +2X — 2 = (X — 1)(X? 4+ 2). X? + 2 étant irréductible sur

R, la décomposition esf : SUrR, X* — X2 42X —2 = (X —1)(X? +2) | et

surC, X® — X2 42X — 2 = (X — 1)(X 4+ v2i)(X — V/2i)

(d) Il est plus simple de commencer par factoriser ce polyméorC. Pour cela on doit

trouver ses racines, ce qui revient a déterminer les ragmesiemes de-1 : ce sonte’™/4,

631,7r/4’ 651,7r/4 — e—3z7r/4 ete71,7r/4 — 6—27\'/4.

Ainsi,| surC, X* +1 = (X — e"™/*)(X — 3™/1)(X — e 3™/ (X — e/

Pour obtenir la décomposition sRr on développe les deux produits correspondants agix
racines conjuguées :

2cos(m/4)X +1=X?—2X +1et

= X? —2cos(37/4)X +1 = X? —/2X + 1. Ainsi,

(X _ 6iﬂ/4)(X.* e*iw/4) _ X2 _
(X _ 631,7r/4)(X _ e—31,7r/4)

SUrR, X4 +1 = (X% - vV2X + 1)(X? +v2X +1).

(e) On trouve -1 et 2 comme "racines évidentes". On peut diviser le polyndme par
(X 4+1)(X —2) = X? — X — 2 et obtenir
X' —2X? 4+ X -2=(X+1)(X -2)(X*-X+1).

Le polyndmeX? — X + 1 n'a pas de racines réelles : la factorisationRust donc

X' _2X3 4 X —2=(X4+1)(X —2)(X? - X +1).
Ses racines complexes (calculées a I'aide du discrimisanty"/* ete=*"/%, donc la
factorisation sufC estX* — 2X3 + X — 2 = (X 4 1)(X — 2)(X — e"™/3)(X — e "/3).

(f) On commence par déterminer une "racine évidente" ercbhet parmi les diviseurs du
terme constant 1. On constate que 1 est racine, et le polyeéhtmnc divisible par
(X —1): X* —5X3 4 8X% —5X +1= (X3 -4X? 44X —1)(X —1). On peut &
nouveau chercher une racine évidenteXte— 4X? + 4X — 1, et trouver de nouveau 1 :
X3 44X 44X —1=(X - 1)(X? =3X +1).
Et alors en utilisant la méthode du discriminant :

surR etsurC, X* —5X°% 4+ 8X? —5X +1= (X — 1)*(X —

(3+V5)/2)(X — (3 - VH)[2).

5. * Factoriser sufC le polynémeX?® — 3iX? + (20 —3)X +2+i =0

corrigé succinct :
1 est racine "évidente".
Le quotient de la division du polynéme paf — 1 estX? + (—3i + 1)X — 2 — 4, qui a pour
racines (formules du discriminanitpt —1 + 21.

Les racines cherchées sont ddné¢ et —1 + 21.

6. Décomposer en élements simplesRues fractions :

X?2+3 6 X341
@ Oxx—oxsy 93y O
X% 92X -3
X7 4 2X2 —3X

corrigé succinct (a) Pour trouver la partie entiére de la fraction, on écritilgsion selon les
puissances décroissantesXé + 3 parX? —1: X +3 =1 x (X2 — 1) + 4, donc

2
X+3:1+ .CommeX? — 1= (X —

X2-1 X2-1

1)(X + 1), on sait alors que I'on a une

décomposition en éléments simples du Wpe L + XLH
Pour déterminei, on multiplie toute I expressmn pax —1:

X2 +3 X?+3 u(X —1)

=(X-1 = =(X-1 —_ .
( )(X—l)(X+1) X+1 ( )+ A+ X+1

. 4
Puis on prend la valeur en 15: =0+ A+0.

Ainsi, on trouve\ = 2 et de méme (en multipliant pa& + 1 avant de prendre la valeur en
)= —2.

X2 -1

2
X432 2
X2 -1 X—-1 X+1

La décomposition est domc

(b) Il N’y a pas de partie entiére (car le degré du numérateQy ést strictement inférieur au
degré du dénominateur, 3), donc on sait que I'on a une décsitigrodu type

A JFLJF v
XX-D(X+2) X X-1 X+2
. . . 6 uX vX
Pour déterminei, on multiplie toutpatX : ————— = X ,
P P XX+ M tTx—1 T X2
6

puis on prend lavaleuren \i\= ———— = —
- D)
De méme pouyp, en multipliant parX — 1 et en prenant la valeur en L:= 2, et pourv en
multipliant parX + 2 et en prenant la valeur en 2:= 1.

Ainsi L 3+ 2 +—1
XX -D(X+2) X X—-1 X+2

(c) La partie entiére estici 1, et on sait alors que I'on a uBEthposition en éléments
simples réelle de Iaformg(—X3 +1 gy, 0 bW+4e
P (X2+1) X X241




Pour trouvers on procede comme précédemment: 1.

Pour trouvem etc, le plus efficace est de mutiplier 'expression par + 1 avant de prendre
la valeur eni (cette valeur n'est pas chosie au hasard : il s’agit d’'unmeadu dénominateur

X341 X241
X? 4+ 1) : on trouve x4 X+ +bX + ¢, etdonc
i* 1 .
bz‘+c:22— =—1—4Ainsi,b=—1,c=—1, et
X+1 1 X+l
X(X2+1) X X241

(d) On commence ici par remarquer qu'il n'y a pas de partiéemtans cette fraction.

Puis I'on factorise le dénominateuX™® + 2X? — 3X = X (X? 4 2X — 3), et on factorise
ensuiteX? + 2X — 3 en cherchant ses racines par la méthode du discriminantb@mbau
final X3 +2X? — 3X = X(X — 1)(X +3).

La décomposition en éléments simples cherchées sera ddypelu

X2 -2X -3 A U v
_ =4+ X _ 4

X3 4+2X2 -3X X X-1

, et on détermine les coefficients par la méthod

habituelle maintenant : M _ 1 1 1
TX342X2-3X X X-1 X+43

. Décomposer en élements simples@youis surR les fractions :

@ X4 —2X ) 3 © 2(X —2)
X2+1 X3 -1 (X2 +1)?
corrigé succinct (a) La partie entiére de la fraction, obtenue par divisidarsées puissances
i X*—2X —2X +1
. 2 XT-2X s
décroissantes, e3f* —1: i1 X2 -1+ ~ T
—2X +1 iz . . N
Remarquons qu 1 est un élément simple réel! (cf.le cours...), donc on viékdtrite
. T X4 —2Xx ) —2X +1
la décomposition réelle: surR, D CETR X -1+ DCFRE

Pour déterminer la décomposition en éléments simples exeg) il faut factoriser
X2 +1= (X —14)(X +1). La décomposition est alors de la forme

X*—2X A m
= X?-1 .
X2 +1 * X —i * X +i
On trouve) par la méthode usuelle : on multiplie I'expression par- i :
Xt —2Xx . w(X —1) it —2i
(X)X - A+ ——=, eton prend la valeur en: =,
x3i X =) +2+ 5713 P '

1
doncA = —1 — /2.
On peut trouver par la méme méthademais il est plus rapide de voir que, la fraction initiale
étant réelle, les coefficient associés aux dénominatemjsguésX — i et X + ¢ sont
eux-méme conjugués, dopc= X = —1 + /2.

14

Xt —2X
X2 +1

—1—1i/2
X —i

—1+1i/2

=X2-1
+ Xt

Ainsi,| surC,

(b) On constate que la fraction a une partie entiére nullguef® — 1 se factorise a l'aide
des racines cubiques de 1 &1 — 1 = (X — 1)(X — €™/3)(X — e~2"/3) (on a intérét ici
& écrire la troisiéme racine cubique de 1 sous la foeré™/ 3 plutét quee’*™/?).
Alors la décomposition en éléments simples sera de la forme
3 3 A I v
X1 (K- DX - B (X —e 23 X1 X—eB T X _e 25’
La technique habituelle s’applique ici, mais les calculstsm peu longs.

Pour trouver\, on multiplie parX — 1 et on prend la valeuren 1 :
3

3 3
(1 —e?m/3)(1 —e-2m/3) 1 —e%m/3 —e=2i7/3 41 2 —2cos(2m/3)
3
2 =1
241
Pour trouvery, on multiplie parX — ¢/ et on prend la valeur eet'"/? :
3 3
= (e2in/3 — 1)(e2in/3 — e—2in/3) = edin/3 _ 1 — e2in/3 } g—2in/3 =
3 o 3 1
—1/2 = V3i/2 —1+1/2 —/3i/2 —1/2 —/3i/2  —3/2—-3V3i/2 /3i/2
1 — p2in/3
e—2im/3 )
On trouve de méme (par le calcul, ou bien en utilisant le faétg= \) u = e~ 2"/, et donc
o 3 1 p2i7/3 o—2im/3
sur = . .
X3 -1 X—1+X762“T/3+X7672“T/3

Pour trouver la décomposition réelle, on additionne (emiszaht les fractions au méme
dénominateur) les deux fractions conjuguées a coefficamtplexes :

621',7r/3 N 6—22’7\'/3 _ 621',7r/3(X _ 6—21',7r/3) +e—21’,7r/3(X _ 621',7r/3) _
X — e2in/3 X — e—2in/3 (X _ 62i7r/3)(X _ e—zm/s) -
2cos(2m/3)X — 2 -X -

= et ainsi la décomposition est
X2 2cos(2n/3)X +1 X2+ X +1' P

3. 1 X+2
X3-1 X—-1 X24X+1°

SUurR,

(c) La partie entiere est nulle, et la fraction est un élémsanple réel de seconde espéce (cf.le
cours), ainsi la fraction est décomposéeRur

SurC, on peut factoriset X2 + 1)? = (X —)%(X +4)?, et donc la décomposition en

. a c d
éléments simples sera de la forme .
P (X—i)2+X—i+(X+i)2+X+z’
Pour trouver on multiplie I'expression pafX — 4)? et on prend la valeur ei:
2(e—2 A
((122,)2 ) _ a,donca =1 —1i/2, etde méme =1 +4/2.



Trouverb etd est plus problematique...on peut, de maniére généralesicte remplaceX

par deux valeurs différentes des pdlest —i, et obtenir ainsi deux équations a deux
inconnue9 etd...

Si I'on veut limiter les calculs on peut : remplacErpar 0, ce qui donne une équation
simple :—a + ib — ¢ — id = —4 soiti(b — d) 2 soit encoré — d = 2i.

Puis multiplier I'expression pak et considérer la limite en I'infini : & gauche on obtient 0, J

droitedb + d. Ainsi, b + d = 0, et donch = i, d = —i. La décomposition cherchée est donc

2AX -2  1-i/2 i 1+i/2
UG e T ot X T X X4
2 2
8. Calculer : I:/ v du et
o (x—=3)(x+1)
J:/l dx
o (x—=2)(22+1)

corrigé succinct :

PourI, on commence par décomposer en éléments simples la fractfon
2
T 9/4 1/4 .
=1 — exercice!).
G ery  Tros zi1! )

On vérifie que cette fonction est bien continue sur 'intdevd’intégration|0, 2|, de primitive
1 —
x+ % In|z—3|— 1 In |z + 1]). Lintégrale vaut donc

I:2+[§ln|x—3|—iln|x+1|]g:2—|—§(ln1—ln3)—i(ln?)—i—lnl),donc

In3

I=2—-5—.

2

X 1 1/5  —x/5-2/5 1, 1 T+ 2
De méme pout : = == _ —
P (z—2)(z2+1) z—2 x?+1 5(‘%‘72 x2+1)

1( 1 oz ) — 2
5'¢—2 x2+1 241"

. Cette fonction est continue s[ix, 1], et une primitive est
g(ln |z — 2| — In(2? 4 1)/2 — 2arctan z), donc 'intégrale vaut

é(lnl —1In2/2 —2arctanl —In2+1In1 + 2arctan 0) = é(731n2/2 —m/2). Ainsi,
3In2 +m
J=——".
10

. . . e s . 2
9. Résoudre I'équation différentielle® + 1)y’ — ?y

=0avecy(l) =1

2

2 — —
Tz

z(z?2 4+ 1)

B soit en
241’
2

+1

/
corrigé succinct L'équation se transforme eh =
Y

prenant une primitive de chaque coié jy| = 2In |z| — In(z® +1) =1In = +c, et
2

x
d =C———.
oncy CmQ )

22
2 +1°

Si de plus on impose qug1) = 1, on obtientC' = 2, etdonq y =

10. * DéterminerP de degré 4 dont 1 est racine double et tel que O est
racine triple deP — 2.
corrigé succinct On peut écrire, puisquéest racine triple dé& — 2 :
P —2=aX?*X —b), aveca, b a déterminer.

Ecrire quel est racine double dE revient a dire queP(1) = 0 et P'(1) = 0, ce qui donne
les équations-2 = a(1 — b) et0 = 3a(1 — b) + a donca — ab = —2 etda — 3ab = 0.

Ainsi, a = 6 etb = 4/3 et le polyndme cherché eBt= 2 + 6 X*(X — 4/3), donc
P=6X"-8X%+2.

exercices pratiques

1. * Polynéme interpolateur de Lagrange
Lors d’'une expérience, la mesure d’'une certaine quagtisal cours
du temps donn&(0) = 1, Q(1) = 2, Q(3) = 5. Trouver le polyndbme
(@ de degré 2 qui coincide avec ces mesures.

corrigé succinct On chercha) sous la formeX? + bX + ¢, et les conditions donnent donc
le systeme

c=1
at+b+c=2
9a+3b+c=5H

dont la solution esta, b, ¢) = (1/6,5/6, 1).

_X*4+5X+6

Ainsi,
6

Q
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