@Mohamed_Nahli

Physique Appliquée ala
Géologie

STU S3

@ Shop —~ Etudier KN Emploi

* Cahiers de Biologie Visiter Biologie Maroc « CV ¢ Lettres de
+ Lexique pour étudier et passer motivation
« Accessoires de des QUIZ et QCM enligne Demandes...
Biologie et Télécharger TD, TP et « Offres d'emploi

Examens résolus. « Offres de stage & PFE


https://biologie-maroc.com/shop/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/emploi/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://www.linkedin.com/in/nahli/
HP PAVILLON
Note
Visiter biologie-maroc.com pour plus de fichiers


Université Sidi Mohamed ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar El Mehraz — Fés
Département de Géologie

Physique Appliquée ala Géologie
(Cours)
STU—S3

(Version mise ajour)

Pr. Abdelkrim AHARMOUCH

Année Universitaire: 2017—2018







Chapitre 1

LA BOITE AOUTILS

1. Fonctions avaleurs scalaires
1.1. Fonctions de points a valeurs scalaires

On peut étendre la notion de fonction au cas ou la connaissance des valeurs de n variables est
necessaire.

V(x,y,2)eR® > f(xy,2)eR.

Lafonction f étant a valeurs scaaires.

On définit 2 types de scalaires :

—unvrai scalaire a € R, dont le signe est indépendant du référentiel. Par exemple : la masse,
la pression latempérature |e potentiel électrique,...etc.

— un pseudo scalaire a e R mais dont e signe dépend du référentiel. Par exemple le moment
d uneforce.

En physique il existe des fonctions a valeurs scalaires qui sont définies en tout point de
I"'espace: M(u,v,w)— f(u,v,w) e R. Ce sont des fonctions de point. On les note:
f(uv,w); f(M) ou f(OM)

Exemples:

Lapression P, latempérature T, e potentiel électriqueV, ...etc.

Si on définit dans une région de I’ espace une fonction de points a valeurs scalaires, on dit
gu’on aun champ de scalaire.

Pour le caractériser, on prend f(M)=Cte et on définit une surface de niveau ou (une
surface équipotentielle).

Exemple :

VM e L'espace, O un point fixe (I’origine). La position de M para rapport a O est définie
par : OM =r . On cherchel’ équipotentielle correspondant alafonction scalaire définie par :

f(M):%.

Pour celaon résout I’ équation : f(M):E:Cte.
r

On trouve: r = C'(constante) . C'est I’égquation d’une sphere. L’ équipotentielle est donc une
spherederayonr.

1.2. Différentielles et Dérivees

Soit f une fonction réelle d’ une variable rédlle:
1



~ R->R
‘X f(X) =y
On dit que f est différentiable au point Xo S'il existe une application linéaire hi— lh et une
fonction hi— a(h) définie sur unintervalle | de centre zéro telles que :
(Vhel) f(x,+h)="f(x)+Ih+a(h)h
avec (1)

lima =0.
h—0

L’ application : hi— Ih est appelée fonction linéaire tangente alafonction f au point Xy . On la
note df, . Le nombre | s'appelle le coefficient de la différentielle de f au point Xy. Nous avons

donc pour tout h réel :

df, (h)=1h 2
Il résulte de la définition qu’ une fonction f différentiable en X est définie sur un intervalle
ouvert centré sur Xg et vérifiant (1) :

fOo M= F06) |, i
h

avec Linga =0. 3

Donc:

im0t =100) | @

h—0 h

Réciproguement si lim f(X°+hr)]_ F(%)

=| on peut trouver une fonction « telle que:

Nous avons dors:

(vhel) f (% +h) = f(x)+Ih+a(h)h (5)

—| surunintervalle | de centre O (exclu) et telle que a(0) =0.

o éant définiesir | et telle que Ihinga =0

Nous voyons donc que la recherche de la fonction linéaire tangente af en Xy (h+— Ih) revient
alarecherchedelalimite:

i 00+ = F(xo)

h—0 h

(6)

. Cette limite

Dire que f est différentiable en X, équivaut a dire que Ihmg (% +hr)]_ o) =

est le coefficient de la différentielle en Xo. C'est aussi est aussi |a dérivée de f au point X, et on
dit que f est dérivable en Xo. On note f'(x,) =1.

Inter prétation géométrique de la dérivée et de la différentielle.
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Figure 1. Dérivée et différentielle.

L’ equation de latangente A en x,est donnée par :

y= T (%) =1(x=x) (")

De (1) on peut voir que s | =0, Ihest une valeur approchée de f(x,+h)— f(x,) pour
h"petit”, soit géométriquement (Figure 1) :

PM =PM" (8)

PM '=lhest la valeur de la différentielle de f au point X, pour un accroissement h de la
variable X.

Le calcul de la différentielle est utile aux calculs d’incertitudes. En effet on peut apprécier
I’ erreur commise sur une quantité physique f(x) deéslors gque l’on connait |’ erreur commise

sur lavariable x dont elle dépend suivant laloi : df (x) = f'(x)dx.
Exemple :

Calcul del’erreur sur I’ énergie cinétique :
E-lms
2
dE dE dv
dt dv dt
Donc connaissant I’erreur commise sur la mesure du temps t, on peut connaitre |’ erreur
commise sur |’ énergie E. Nous obtenons :

AE = mvyAt



1.3. Différentielles et dérivées de fonctions de plusieurs variables

Comme pour des fonctions a une seule variable, on peut aussi définir des différentielles et des
dérivées de fonctions a plusieurs variables.

Soit f(X,Y,z)une fonction et X, Y, Z de 3 variables indépendantes. On définit la dérivée par
rapport a X par exemple de lafagon suivante :

i f 0o+ 1 Y0, %) = £ 0%, Yo, %) _ f(%) (9)

h—0 h

On définira les dérivées par rapport ay et z de la méme fagon que pour X. Ces dérivées sont
dites des dérivées partielles premiéres (ou de premier ordre) par rapport a X, y et z et sont
notées respectivement : ﬂ ﬂ ﬂou f, f,, f, ouencore 0, f, 0, f, o,f.

oXx oy oz
Exemple :

f(x,y)=2x°Iny
of

— =2Iny.2x

oX y
ﬂ:2x2.i

oy y

La différentielle dans le cas d’ une fonction de plusieurs variables.

Soit f(X,y,z)une fonction et X, y, z de 3 variables indépendantes. La différentielle est
obtenue de lafagon suivante :
of of of

df =—dx+—dy+—dz 10
oX oy y 0z (10)

Les dérivées d’ ordre supérieur :
4 Pour une seule variable :

df
d(dxj d?f

4 Pour plusieurs variables :

azf, o' : o R a2_f (12)
ox? ' oxoy  oy* oz

Remarque

L’ ordre des dérivations peut étre changé sans que pour autant le résultat change. Nous aurons
aors:



o’ft  o°f
oXoy  Oyox

o*ft _ o'f 13)
oyoz 0zoy
o*f  o%f
oXoz  0zOX

Exemple :

f(x,y)=2x°Iny

of

— =4xIn
OX Y
a2

o vy

o' 4x
oyox 'y
o°f _4x
oxoy 'y

2. Fonctions avaleurs vectorielles

2.1. Grandeurs vectorielles

Une grandeur vectorielle est caractérisée par un nombre (I’intensité, la norme), une direction
et un sens. Par exemple la vitesse d’un mobile, la pesanteur, le champ éectrique, le champ
magnétique, ...etc. On distingue :

= Un vecteur libre : un vecteur n’ayant pas une origine fixe.
= Un vecteur glissant : un vecteur dont I’ origine est quelconque sur un support.

= Un vecteur fixe : un vecteur ayant une origine fixe.

= Un vecteur polaire : un vecteur dont le sens est indépendant du référentiel
= Un vecteur axial : un vecteur dont le sens est |ié au référentiel

Notation :
On note un référentiel R(o,0u;, ou,, Ou,) ou R(0,B(e, &, &,))
Un référentiel direct (e, e,, e,) (Figure2) est celui pour lequel : e Ae, =¢,.

Larégle de la main droite permet de savoir si un triédre est direct ou pas (en ramenant les
quatre doigts de la main droite (représentant le premier vecteur) sur la paume (représentant le
deuxieme vecteur), le troisieme vecteur est alors indiqué par |e pouce.



On peut auss utiliser la regle du bonhomme d’ Ampeére: celui-ci est traverse des pieds vers
latéte par I'axe e, , en regardant e , | axe porté par le vecteur e, seraindiqué par sa gauche.

A
—> —>
e3 eo
—
>/

Figure 2 : Un triedre direct

2.2. Principaux systemes de coordonnées
2.2.1. Le systeéme de coordonnées cartésiennes

Figure 3. Coordonnées cartésiennes
Un point M de I’ espace est repéré par les 3 composantes du vecteur OM (Figure 3). Nous
avons donc :
OM =xg, + Ye, +ze, (14)

P est laprojection de M sur le plan xOy .



Un déplacement élémentaire du point M dans I’ espace aménera celui-ci en M’ voisin de M
(Figure 4).
A

M'(xt+dy, yt+dy, ztdy)

Mlx, v, z

X

Figure 4. Déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes
L’ expression du vecteur déplacement MM 'dans le repere considéré est donnée par :
MM '= dx§+dy€+dz€ (15)

dx, dy, dz sont des variations infinitésimales des grandeurs X, y, z respectivement.
Ou encore

dOM = dxe, + dye, + dze, (16)

2.2.2. Le systeme de coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques on considére le point appartenant a un cylindre dont |’ axe est
Ozdu repére cartésien. Le point M (Figure 5) est repéré par :

->Lerayon p du cylindre auquel il appartient.
> Lamesure ¢ del’angle (Ox,OP) . P éant laprojection du point M sur le plan xOy .

->Lacote z par rapport au plan de référence xOy .

Les coordonnées du point M ou du vecteur OM sont exprimées par rapport a un repere
orthonormé local (e, €, ,€,)lié au point M. Les vecteurs de |a base sont définis comme suit :

W Le vecteur unitaire e, est parallélea OM .

B Le vecteur ej,est paraléle au vecteur tangent en P au cercle de rayon OP = p et contenu
dansle plan xOy.
W Levecteur e, est paralléleal’ axe Oz



Figure 5. Systeme de coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont reliées aux coordonnées cartésiennes par les relations
suivantes (Figure 5) :

X = p COSQ
y=psing (17)
z=17
L’ expression du vecteur déplacement éémentaire (Figure 6) dans le repére (e,,6,,€,)est
donnée par :
MM = dpe, + pdpe, +dze, (18)
Ou encore
dOM =dpe, + pdge, + dze, (19)

A
Z

Figure 6. Déplacement é émentaire en coordonnées cylindriques
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Le méme résultat peut étre retrouvé en différenciant OM ou en calculant OM '—OM (A
retrouver par le calcul en TD).

Le volume élémentaire est par consequent :
dr =dp.pde.dz (20)

2.2.3. Le systeme de coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques on considére le point appartenant a une sphére centrée sur O. Le
point M (Figure 7) est repére par :

= Lerayonr delasphére alaquelleil appartient.
>Lamesure O del’angle (Oz,0OM).
—>Lamesure ¢ del’angle (Ox,OP) . P étant la projection du point M sur leplan xOy .

Les coordonnées du point M ou du vecteur OM sont exprimées par rapport a un repéere
orthonormé local (g ,€,,€e,) lié au point M. Les vecteurs de |a base (Figure 7) sont définis
comme suit :

W Le vecteur unitaire e est paralléle & OM .

B Le vecteur unitaire g est paralléle au vecteur tangent en M au cercle de rayon OM =,

décrit dans le plan contenant les vecteurs OQ', OM et OP" et dirigé versle Sud.

M Le vecteur unitaire % est tangent en M au cercle de centre Q et de rayon QM =OP,
contenu dans le plan perpendiculaire al’axe Oz, et est dirigé vers |’ Est.

z
A
Qf
—>
e,
P s E)'
, - -
/ J ol T ?
/ L : = I%

I I €g
S
)
I 0O i
! T~ I
I o, !

1 ¢ P
P'
X A -
\ 5
\ -\

Figure 7. Systéme de coordonnées sphériques



Les coordonnées sphériques sont reliées aux coordonnées cartésiennes par les relations
suivantes (Figure 7) :

X=TrSsn6 cose

y=rsinfsing (21)

Z=r cos6

L’ expression du vecteur déplacement élémentaire (Figure 8) dans le repére (g ,€,,€,)est
donnée par :

MM ' =dre +rdoe, +rsinfdgpe, (22)
Ou encore
dOM =dre, +rdée, +rsinddpe, (23)
<

VAR AR R

i I

' |
~-‘——v——l—————— J

Q \
A

Figure 8. Déplacement élémentaire en coordonnées sphériques

Le méme résultat peut ére retrouvé en différenciant OM ou en calculant OM '—OM (A
retrouver par le calcul en TD).

Le volume élémentaire est par conséquent :

dz =dr.rdé.r sinfde (24)

2.3. Opérations sur les vecteurs

B Lasomme de deux vecteurs (Figure 9) :
uex, y, 2) + v(x', y', z) =W(x+x', y+y', z+2 (25)
B Lamultiplication d'un vecteur par un scalaire (Figure 9) :

AU(X, Y, 2) =V(AX, 1Y, A2) (26)
10



Figure 9. Opérations sur les vecteurs
2.4. Fonctions vectorielles d’ une variable réelle
Définies par :
V. ()
teRV| V(1)
V,(t)
2.5. Fonctions vectorielles de points

Soit M(X, Y, 2) un point del’espace et A un vecteur de |’ espace.
Soit lafonction :

B A(x Y, 2
M(X, Y, 2> AM)| A(X Y, 2
A(X Y, 2

Une fonction définie de cette maniére est une fonction de point. Nous définissons ainsi dans
I’ espace un champ de vecteurs.

Exemples:
Laforce, lavitesse, I’ accélération, le champ électrique,.....

Si on veut caractériser un champ de vecteurs on trace des lignes de champs. Une ligne de
champ est une courbe tangente en chacun de ses points au vecteur champ (Figure 10).

¥

‘x/o
Figure 10. Lignes de champ
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Champ uniforme :
C'est un champ caractérisé par une intensité constante et des lignes de champ paraléles

(Figure 11).

e, ~
r -~

.
>

v

Y

Y

.
o

\ 4

Y

Y
Y

b
—

Y

Figure 11. Champ uniforme

Champ radial
Ce champ est caractérisé par des lignes de champ concourantes (Figure 12).

Figure 12. Champ radial

Tube de champ
Un tube de champ est un ensemble de lignes de champ s appuyant sur un contour (Figure 13)

Figure 13. Tube de champ.
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2.6. Les opérateurs différentiels
Les opérateurs différentiels assurent e passage d’ un champ au n autre.
2.6.1. Le Gradient :

Cet opérateur permet de passer d'un champ scalaire f & un champ vectoriel gradf , défini
comme suit :

a
OX
gradf (x.y.2)| 2 |(25)
l 1 ay
of
0z
L
oX
Quon noteauss Vf , ou V désignel’ opérateur nabla défini par : V %
9o
0z
Ladifférentiellede f(x,y,2) :
of of of
df (x,y,2)=—dx+—dy+—dz 26
(x,y,2) x>ty y+— (26)
Soit
df =gradf .dl (27)

2.6.2. Ladivergence
Cet opérateur permet de passer d’un champ vectoriel K(Ay, A, A)aun champ scaaire divA
défini par :

- a
diva< A B A (28)
oXx oy o0z

Qu'on note aussi V.A (produit scalaire de V et du vecteur A).
2.6.3. Lerotationnel

Le rotationnel permet de passer d’un champ de vecteurs a un autre champ de vecteurs défini
par :

13



oA _oA
oy oz

rotA oA _OA (29)
0z 0OX

oA oA
ox oy

Ce vecteur peut étre retrouve en effectuant le produit vectoriel de I’opérateur nabla et du
vecteur A

rotA=V A A (30)
2.6.4. Le Laplacien

Cet opérateur Permet de passer d’ un champ de scalaires a un champ de scalaires de la maniere
suivante :

_o*f o%f o°f

Af + +
ox?  oy* oz

(31)

Le Laplacien def s obtient aussi en calculant le produit scalaire de |’ opérateur nablapar Vf .
Af =V .Vf (32)
L’ opérateur Af senoteaussi V*f .
2.6.5. Le Laplacien vectoriel
Cet opérateur permet de passer d’ un champ vectoriel a un autre champ vectoriel par :
AA
AA| AA, (33)
AA,
2.6.6. Quelques combinaisons d’ opérateurs différentiels
rot(gradf) =0
div(rotA) =0
div(gradf )=Af
rot(rot A) = grad(divA) — A A

(34)

2.7. Remarques
Caractéristiques du gradient :

=> Legradient est perpendiculaire ala surface de niveau (Figure 14) .
MeS M'eS, d=MM"
S surfacedeniveau = f =Cte

14
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Figure 14. Position du gradient par rapport a une équipotentielle

df =gradf.dl e df =0 (car f est constante), par conséquent gradf L di. Le gradient
est donc perpendiculaire ala surface de niveau (CQFD).

=>» Legradient est orienté dans e sens des scalaires croissants (Figure 15)
df =gradf.dl >0
dl = MM . Donc le gradient est de méme sens que MM ' (CQFD).

Figure 15. Orientation du gradient

Champ vectoriel dérivant d’ un potentiel

Soit A(M) un champ vectoriel. On dit que ce champ dérive d’ un potentiel V(M) s :
AM) =—grad(V (M)) (35)
La condition pour qu’un champ Adérive d' un potentiel est :
rotA(M)=0 (36)

Si V(M) est une solution alors V(M) + Cte en est une aussi.
Potentiel vecteur
Soit B(M ) un champ de vecteurs. On dit qu’il dérive d’ un potentiel vecteur A(M)si :

B(M) =rotA(M) (37)
15



La condition pour que B dérive d’un potentiel vecteur est que:
divB(M)=0 (38)

Si A(M)est solution alors A'= A+gradf en est une autre.

3. Intégration

3.1. Intégrale définie faisant intervenir une fonction d’ une variable réelle.

A
JxPAx;
B
fospl === e -

I
|
|
|
|
! S

a x;‘ xj+j' b g

Figure 16. Principe de I’ intégration

L’ aire de la surface comprise entre la courbe AB, les verticales passant par A et B et |’ axe des
x (Figure 16) est donnée par :

Aire:LLrpoz f (X )AX =j)' f (X)dx (39)

3.2. Intégrale faisant intervenir des fonctions de points
=>» Intégrale curviligne
Soit f (M) une fonction scalaire de point définie au moins pour tout point de (C) (Figure 17).

(€)

Figure 17. Intégrale curviligne

L’intégrale curvilignede f(M)lelong de AB est donnée par :

16



mi f(M,).Al =j@f(M).d| (40)

S f(M)=1. jAABou:@

Si A et B sont confondus, (C) est une courbe fermée, on note alors I'intégrale de la facon
suivante:

% f(M)dl (41)

=> Intégrales multiples

Soit f (M) une fonction scalaire de point définie au moins en tout point d' une surface (S)ou
un d'un volume(V), on découpe sur (S)des AS,ou des sur (V) des AV, aux M,. Les
intégrales double et triple sont définies par :

limy" f(M,)AS :jj(s) f(M)ds
lim>" f(M,)AV. :jj(v) f(M)dr

n—oo

(42)

3.3. Intégrales faisant intervenir des fonctions vectorielles de point
=>Circulation d’un vecteur le long d’ une courbe
Soit A(M) défini en tout point de (C) (Figure 18)

(€)

Figure 18. Circulation d’ un vecteur le long d’ une courbe.

On appelle circulation é émentaire de A(M)la quantité dC = Adl Lacirculation le long de la
courbe est alors::

Co = Ad (43)
Lacirculation est dite conservative si I’intégrale sur une courbe fermeée est nulle :
P oy A =0 (44)
Soit Aun vecteur dérivant d' un potentiel V alors:
— —— B — — B
C@AszﬁBAdl =jA —gradv.di :jA —dV =V, -V, (45)

C(c, fa%)K:VA -V, = 0 (46)
17



Conclusion :

Un champ de vecteurs Adérive d'un potentiel si sa circulation le long d’une courbe fermée
est nulle.

=>» Flux d’un vecteur atravers une surface.

B Flux atravers une surface quelconque (Figure 19)
L’ orientation du vecteur nest arbitraire

Figure 19. Flux atravers une surface quel conque
Flux élémentaire :

dd(A)/ . = AdS (47)
Flux total :
O(A),s = [[ AdS (48)

W Flux atravers une surface s appuyant sur un contour fermé (Figure 20)

4
Figure 20. Flux atravers une surface s appuyant sur un contour.

Dans ce cas I’ orientation de la normale a la surface est choisie de facon judicieuse et est
indiquée par laregle de lamain droite.

18



B Flux atravers une surface fermeée (Figure 21).

Figure 21. Flux atravers une surface fermée

Le vecteur normal est orienté de I’intérieur vers |’ extérieur. On parle alors de flux sortant.

D Ars fermée = H(S) AdS (49)

Si O Astame = jj(s) AdS=0, ondiraqueleflux est conservatif

Exemple
Soit A(M)=OM.f(OM) (Figure 22)

Figure 22. Flux atravers une sphére
Le flux sortant d’ une sphere de rayon R et de centre O est :

A=Rf(R) VM e Sphére
D Arsremce = ﬂ(s) Rf(R).dS=Rf(R).47R?

3.4. Angle solide

Dansle plan |’ angle compris entre les deux cotés et |" arc (Figure 23) est donné par :
19



0= (50)

!
R

0 est exprimé en radian

Figure 23. Angle plan

De fagon similaire, |’ espace cerné entre la base du cone et ses génératrices, une sorte d’ angle
"gpatial" par opposition al’angle plan. Cet angle spatial s appelle angle solide (Figure 24) et
est défini par :

O <<-} S

Figure 24. Angle solide.
S
R
Q est exprimé en stéradian.

Q= (51)

Exemple

Pour tout |” espace :
ArR?
=4r

RE

Q=

= Angle solide sous lequel on voit d’un point une surface

On déermine d'abord I'angle solide élémentaire dQ2 sous lequel on voit la surface
éémentaire dS
Les surfaces élémentaires dS et dS' étant centrées sur le point M. L’ angle solide sous lequel

a partir du point O, on voit la surface éémentaire dS est le méme que pour la surface
élémentaire dS' (Figure 25). Nous avons donc

20



do-95 _dScos0_ U ge dd{%j/d@ (52)
r r r

L’ angle solide total sera donné par :

Q-] 4as 59

Figure 25. Angle solide sous lequel on voit d’ un point une surface.

3.5. Transformation des intégrales
3.5.1. Théoreme de Green-Ostrogradski

[ etars AGS= ][, VAT (54)
3.5.2. Théoreéme de Stokes

Adl = rot AdS (55)
qal“_. di J-.[S.Jrf appl“ﬁ_. ds

21



Chapitre 2
ELECTRICITE ET APPLICATIONSA LA TERRE

1. Loi fondamentale de |’ él ectrostatique
1.1. Les charges éectriques

La base de I’ électrostatique est I’ existence de 2 classes de particules chargées (expérience de
I’ ébonite et du verre frottés contre un chiffon en tissu de laine par exemple) :

—Laclasse del’électron : les char ges négatives
—Laclasse du proton : les char ges positives
Les charges électriques obéissent a 4 propriétés essentielles :

=>»Deux charges d’une méme classe se repoussent et deux charges de classes différentes
S atirent

= La charge est un scalaire. La charge de I'électron est che=-e. e=1.6x10"C (le
Coulomb est I’ unité de la quantité d' éectricité dans le systéme international Sl)

=>La charge éectrique est quantifiée < Vvq, g=ke keZ, cequi veut dire que la
charge est une grandeur discontinue.

=>»Dans un systémeisolé, il y aconservation de la charge (méme en relativité)

1.2. Laloi de Coulomb

— Loi expérimentale valable depuis plusieurs kilométres jusqu’ 2102 cm. (Si d <10 cmq
ne peut plus étre considérée comme ponctuelle).

—L’énoncédelaloi :

Etant donné deux charge ponctuellesg et ' de méme signe (Figure 1), laforce exercée par
I”une sur I’ autre est donnée par laloi de Coulomb :

}? ; |

Figure 1. Loi de Coulomb.
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PM?®
= [ u
Fa/q'=kqq {r—zj @
a="M. _pm
PM

La constante k dépend du systéme d’ unité, du milieu dans lequel se trouvent les charges.
Dans le systéme internationa : F (N), g (C), r(m) et le milieu étant le vide, la constante k
vaut :

k=0x10° == ol &,=— -, lapermittivité du vide
4re, 367.10
Dans un milieu autrequelevide:k:%; & éantlapermittivité du milieu considéré .
TE
1 PM
Fq/q'= ' 2
a/q 4ﬂ80qq SYVE 2

Comparaison avec la force de gravitation :

Deux différences sont décelées :
B En gravitation larépulsion n"apaslieu
B L a constante de gravitation ne dépend pas du milieu

Vérification del’ expression delaloi de Coulomb :

LH LT d L

>
P

K]
e

Figure 2. Vérification de laloi de coulomb

P+E+T=0 tang=_—_
mg

1.3. Principe de superposition
Enoncé:
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L’ effet produit par un ensemble de particules sur une autre est la somme des effets des
particul es prises séparément sur la particule considérée (Figure 3).

E/%:qulql'*'ﬁqs/ou (3)

Remarque:
Ce principe est valable particuliérement en mécanique des milieux continus

Figure 3. Principe de superposition.
Distribution discrete de charges

Soient une distribution de charge g (A) et une charge q(M) (Figure 4). On se propose de
déterminer laforce exercée par ladistribution de charges g (A ) sur lacharge q(M) .

Figure 4. Distribution discrete de charges.

Laforce exercée par chaque charge ¢ (A), prise separément, sur (M) est donnée par :
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— 1 M
I:i = qi q A 3
dre, ~  AM

(4)

En vertu du principe de superposition, I’ effet des charges ¢ sur la charge q est donné par :

= q n m
F_4ngoiz_1:q‘ AM® ©

Distribution continue de charges

Dans ce cas de figure la distribution de charges est continue (Figure 5).

aF

U .

V ”~
P

Figure 5. Distribution continue

L’ effet (la force éectrique) d’ une charge éémentaire située en P sur la charge go(M) est
donné par :

dF - jgo W55 ©)
L’ effet total de toute la distribution de charges sera:
F-[l[eF (7)
\%
2. Le champ électrostatique
2.1. Définition

On dit que dans une région de I’ espace, il régne un champ électrostatique E pour dire qu’ une
charge quelconque gp placée en un point quelconque de cette région est soumise a une force

F , donnée par :
F=qE ®

Le champ E en un point est simplement la force exercée sur une charge g, =1, placéeen M.
Sont unité est le volt/m.

Lignes de champ

Les lignes de champ sont des lignes tangentes en chacun de leur point au vecteur champ
(Figure 9).
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Figure 9.Lignes de champ

Ce sont des courbes vérifiant, en coordonnées cartésiennes, le systéme différentiel suivant :
o _dy_dz
E,. E, E

X y z

(9)

2.2. Champ crée par une charge ponctuelle

Le champ éectrique créé au point M, par une charge ponctuelle g placée en P (Figure 10) est

donné par : N
P E M

A

g<0 qp=1
Figure 10. Champ créé par une charge ponctuelle.
- 1 PM
E,= Q.
M 4re, MEVE

(10)

Question aux éudiants : Quelle est la configuration des les lignes de champs ? Considérer le
signe de la charge.

2.3. Champ créé par une distribution discrete

Le champ éectrostatique créé en un point M par une distribution discréte de charges (Figure
11) est égal la somme des champs créés en M par les charges de la distribution prises une a
une (principe de superposition).

Figure 11. Champ éectrostatique di a une distribution discrete de charges

PM

— 1 < _
Ev = | ——
ey = BM

(11)
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2.4. Champ créé par une distribution continue de charges
On distinguera 3 cas de figure :
=» Casou ladistribution est linéique

Les charges sont réparties de fagon continue le long d’une courbe (Figure 12) avec une
densité linéique A, qui représente la quantité de charge par unité de longueur. La quantité de
charge élémentaire dg, contenue dans I’ é ément de longueur dl ,centré sur P, obéit a:

PR (12)

ol
//
//’ M

P

(C)

P/’

g

Figure 12. Champ di a une distribution linéique

Le champ créé en M par la charge élémentaire contenue dans I’ éément de longueur dl, centré
sur P, est donné par :

= 1dPM lldIPM

dE = - 13
dnsg TPM°  dnz,  PM® 13)

Le champ total est obtenu par intégration de I’ expression (13) sur tout le domaine c'est-a-dire
la courbe (C).

! [ 2al PM

E=
PM?

14
4re, (14

=» Casou ladistribution est surfacique

Les charges sont réparties de fagon continue sur une surface quelconque (Figure 13) avec une
densité surfacique o, qui représente la quantité de charge par unité de surface. La quantité de
charge élémentaire dg, contenue dans I’ é ément de surface dS, centré sur P, obéit a:

dq
_9 15
=35 (15)

Figure 13. Champ dd a une distribution surfacique
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Le champ créé en M par lacharge é émentaire contenue dans dS, centré sur P, est donné par :
dE - 1 q PM3 _ 1 o PM3
dre, PM®  Arg, PM

(16)

Le champ total est obtenu par intégration de I’ expression (16) sur tout le domaine c'est-a-dire
lasurface (S).

_

1,90 j Sj cds M (17)

E= :
4r. PM

=» Casou ladistribution est volumique

Les charges sont réparties de fagon continue sur un volume quelconque (Figure 14) avec une
densité volumique p, qui représente la quantité de charge par unité de volume. La quantité de
charge élémentaire dg, contenue dans I’ é ément de volume dt, centré sur P, obéit a:

dg
_9 18
P=4 (18)

Figure 14. Champ di a une distribution volumique
Le champ créé en M par la charge é émentaire contenue dans dz, centré sur P, est donné par :
— 1 _PM 1 PM

dE = = dr 19
4re, A=YE 47r80p PM?® (19)

Le champ total est obtenu par intégration de I’ expression (19) sur tout le domaine c'est-a-dire
le volume (V).

E=

1 PM
47z, w eV (20)

3. Le potentiel électrostatique
3.1. Circulation du champ électrique créé par une charge ponctuelle

Calculons la circulation du champ électrostatique crée par une charge ponctuelle g placée en
P, le long d'une courbe (C) (Figure 15). L’ expression du champ est donnée par :

—

— q u
Ev=—1 21
"~ 4re, PM? (21)
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s (O

Figure 15. Potentiel électrique créé par une charge ponctuelle.

En coordonnées sphériques (P étant le centre du systéme)

q
E = i
e dr
E|E, =0 di| rdo
Ep=0 rsinfde

Lacirculation éémentaire du champ électrostatique E est donnée par :

dc-Edi--4 &__d d(—lj (22)
dre, 1 4dne, r
Lacirculation lelong de lacourbe AB est alors:
B
Cpp = [Edi=—1 F—i} 23)
A drey |y I'g

On peut voir clairement que la circulation du champ éectrostatique, créé par une charge
ponctuelle, le long d’ une courbe est indépendante du chemin suivi. Il s ensuit aors:

$Ed =0 (24)
Et par conségquent (voir la Boite a outils)
E = —gradV (25)

Ce qui veut dire prosaiquement que le champ électrostatique E dérive d’ un potentiel V.
Reprenons |’ expression de la circulation élémentaire :

dC = Edi = —gradv.di =—dv =—9d (—ij (26)
4re, r
La solution de cette équation différentielle est :
Vo =——+Cte 27)

Arg v
Conditions aux frontiéres

Si al’infini, il 'y apas de charges, dors V, = 0. Par conséquent I’ équation (27) se réduit a:
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g
V, = 28
M. = e (28)

Sinon,onpose V=V, pour PM =r,.
3.2. Genéralisation

_NE
VE {J%E = Somme de champs de charges ponctuelles

o (29)
= §Ed -0 {“’tE:O

—_—

E=-gradV

Travail lorsqu’une charge @' se déplace de A & B dansun champ E créé par une charge d.

Laforce exercéesur ' est:

Eq/q‘ =(q 'Eq (30)

B B
WA%szEa:jq'E. l=q'[-dv (31)
A A

Wy e = ql(VA _VB)
(1) (C) (volt)

Connaissant |I’expression du potentiel créé par une charge ponctuelle on peut aisément le
calculer dans des cas plus ou moins compliqués. Les cas de figure sont ceux que nous avons
passés en revue lors de I étude du champ éectrostatique (Figures 11, 12, 13 et 14).

3.2.1. Distribution discrete

(32)

n q
V, =Y —+Cte 33
M ;47TSORM (33)

3.2.2. Distribution continue
=>»Distribution linéique

B Adl (34)
M Jeane PM
=> Distribution surfacique
odS
Vv, = 35
M J!. 4re ,PM (35)
=> Distribution volumique
pdr
Vv, = 36
. J.\J,.J. 4re,PM (36)
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4. Théoréeme de Gauss
4.1. Introduction

B Flux a travers une sphere de centre O et de rayon R, du champ créé par une charge
ponctuelle (q>0) placéeen O (Figure 16).

Figure 16. Flux atravers une sphere du champ éectrostatique di a une charge ponctuelle

EdS=Eds=—3 s

Arre R

(37)

E q q 2_ 9
OE,/,=———=||dS= Ar R =—
ST Ane, RZL[ 4ne,R? £,

B Flux atravers 2 plans paraléles du champ éectrostatique créé par une charge ponctuelle
placée au centre du dispositif (Figure 17).

(38)
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4.2. Flux du champ créé par une charge ponctuelle a travers une surface fermée
Dans ce cas on examinera 3 configurations :
B Configuration n°1 : Charge située al’ extérieur de la surface (Figure 18)

Figure 18. Flux du champ éectrique a travers une surface fermée (configuration n°1)

d(I)_ qe |:ul'ds.+u2'dz%i|

- 2
dre,| T, r,

T Angle solide (39)
®=0
B Configuration n°2 : Charge située aintérieur de la surface (Figure 19)

Ml m ’|

. -

Figure 19. Flux du champ éectrique atravers une surface fermeée (configuration n°2)

do--9 WIS _ 4 4

Arg, 1 Are,

(40)

g ) g
O = ([do=—-2 4z =9
4 A, Lj 4re, &

B Configuration n°3 : Charge placée ala surface de la surface fermée (Figure 20)

Figure 20. Flux du champ éectrique atravers une surface fermee (configuration n°3)
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dd=—%_do
4re,
(41)

o=[[-=do=—* [[do=—5 27=_%
d drne, 4re, °d 4re, 2¢,

4.3. Théoreme de Gauss
Enoncé:

Le flux du vecteur champ E sortant d’une surface fermée est égal a la somme des charges
internes divisée par la permittivité du vide additionnée a la somme des charges de surface
divisée par 2 fois la permittivité du vide :

ij.oTszzg—wz% (42)

Remarque:

La surface de Gauss est une surface fictive, choisie délibérément dans le but de faciliter les
calculs, particulierement ceux du champ éectrostatique.

Exemple

Soit une sphere chargée uniquement en volume (Figure 21) avec une densité p. Calculer le
champ éectrostatique en tout point M de |’ espace.

Figure 21. Distribution sphérique et surface de Gauss
Laquestion alaquelleil faut répondre : comment est e champ et de quoi dépend-il ?

Le champ est radial et porté par OM . La surface de Gauss est donc une sphére centrée sur O
et derayonr. On distingueradeux cas:

;oi‘rﬂR3
=2>r>R Ex4rr?= 3
&
pﬂﬂr3
=2>r<R Ex4rr?=
&o
On calculeraensuite les limites : IirFrJ E et IirFrJ E
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5. Topologie du champ électrostatique
5.1. Représentation

Nous avons défini le champ et le potentiel éectrostatiques par des relations mathématiques.
On peut aussi en donner une représentation geomeétrique par des lignes de champ et des
surfaces équipotentielles.

Les lignes de champ sont tangentes en chacun de leurs points et leur sens est celui de E .
L es surfaces équipotentielles sont perpendiculaires aux lignes de champ.

Le sens du champ é ectrostatique est dirigé vers les potentiel s décroissants.

Le champ électrostatique est discontinu tandis que le potentiel est toujours continu.

5.2. Régles de topologie

=>» Deux lignes de champ ou deux surfaces équipotentielles ne se recoupent pas.

=>» Une ligne de champ ne peut étre fermeée aors qu’ une surface peut I’ étre.

=>»Laligne de champ diverge a partir d’ une charge positive et converge a partir d’ une charge
negative.

=>Le potentiel ne peut é&re maximum (ou minimum) gqu’en un point ou il y a une charge
positive (ou négative) (Figure 22).

V-dV

Surface
équipotentielle

Figure 22. Extrémum du potentiel (cas du maximum)
QE/ =— (43)
€
Cas du maximum

dSest orienté vers |’ extérieur, E est de méme sens que dS, par conséquent @ >0 et par suite
g> 0. On peut faire laméme chose pour le minimum (Exercice afaire).

Pas de charge, pas d’ extrémum pour V.

= Dans une région dépourvue de charges le flux de E est le méme & travers toutes les
sections d’ un tube de champ (Figure 23).

= 0
PE/s.s05 T (44)
CI)_E./SJr%JrSL :IIEl'ES+IIE2'£Z+IIEL'£L
S S, S (45)
=-®lg + @/, + 0= 0
O/g =D, (46)
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3.8¢
Figure 23. Flux constant atravers les sections d’ un tube de flux

6. Probleme relatif aux conditions de passage

On s'intéresse au champ éectrostatique au voisinage de I'interface séparant deux milieux
avec des densités volumiques de charge p; et p,. L’interface est sujette a une distribution
surfacique de charge de densité o (Figure 24).

Pour cela, on considéere deux points voisins M, et M, de part et d’ autre de I'interface et on
cherchera a connaitre la valeur du champ électrostatique en ces deux points.

E, s @
B

A M,

> )

;T — 0
NV

P
> M,
B Y ds: @

Figure 24. Conditions de passage du champ électrostatique.
= Calculons lacirculation de E lelong delaligne fermée ABCD :
CE/,gp = ELAB+E.CD=0 (47)
Soit :
E;AB-E,.CD=0 (48)

Les circulations éémentaires E.BCet E.DAéant négligeables devant les circulations

E,.BCet E,.DA car les cotés BC et DA sont des infiniment petits d’ ordre 2 donc négligés
devant les cOtés AB et CD, infiniment petits d’ ordre 1. De (48) il S ensuit :

E:LT = E2T (49)

On conclut donc, que la composante tangentielle du champ électrostatique est continue au
travers de |’ interface.
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=> Appliquons le théoréme de Gauss a la surface fermée englobant I'interface. 1l s'agit d un
parallélépipede rectangle. La aussi on négligera les surfaces latérales devant les dS, et dS,

pour le méme motif que pour le calcul de la circulation (voir plus haut). L’ application du
théoréme de Gauss donneradonc :

E1.a§1 + E Zaéz = Gdsl (50)
&
Soit :
d
~E,,.dS +E,,dS = "g ! (51)
0

De(51) ontire:

Exn-—En=— (52)

La composante normale du champ électrostatique présente donc, un saut égal a ey
€o

7. Le vecteur induction éectrostatique
7.1. Définition
[[ Das=[[[ pdr=Quus (53)

S fermée V entouré par S

7.2. Relation avec E
On sait que:

[[E@S-Sn = D-sF (549
S 80
8. Les éguations de locales de I’ él ectrostatique
8.1. Equation locale du champ
Soit V le potentiel dont dérive E . Nous avons:
E = —gradv

cﬁc "E.dl =0 (circulation conservative)

, fermé

(55)

Appliquons le théoréme de Stokes : on choisit un contour fermé et une surface s appuyant sur
celui-ci (Figure 25), nous obtenons :

Sﬁr Ed = j j _TOtEdS=0 (56)
D’ou |’ éguation locale du champ éectrostatique :
rotE =0 (57)

36



+
Figure 25. Application du théoréme de Stokes.

8.2. Equation locale de I’induction électrostatique
Par définition de D :

Hs, ferrr;éeB'aé:I.[.[v,intasp'dT (58)
Ensuite en appliquant le théoréme de Green-Ostrogradski :
J-J.s, ferméeB'd_S. - J.J.J-V,intés diVB'dT (59)

On obtient en combinant les équations (58) et (59) : divD = p. Or dans le vide: D =¢,E,
d ou une autre équation du champ électrostatique :
divE=" (60)
€o
8.3. Equation de Laplace-Poisson

Un champ de vecteurs n’est pas nécessairement un champ éectrostatique. Pour construire un
champ électrostatique on se doit d’avoir un potentiel V. Le champ électrostatique est alorslié

au potentiel par : E = —gradV et on cherchera les sources de ce champ par p = ¢,diVE .

p =&, diVE = —g div(gradV) = —,AV (61)
Soit:
AV=-PF (62)
€o

D’ou I’ éguation locale du potentiel, | éguation de Poisson :

av+P -0 (63)
€

Si p=0, onobtient alors |’ équation de Laplace:
AV =0 (64)
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9. Les conducteurs éectriques
9.1. Introduction

On distingue deux comportements différents de la matiéere vis-a-vis des charges é ectriques. Si
les charges restent 1a ou elles sont crées on parle d’isolants ou de diélectriques. Si, par contre,
les charges se déplacent aprés avoir été créées, on parle alors de conducteurs.

Exemple:

Un métal : le cuivre, Cu. Un atome isolé de Cu est formeé de Z protons et Z électrons liés a
I’atome. La structure éémentaire du cuivre se présente sous forme d'un cube, aux sommets
duquel on note la présence d’'ions Cu+ et des éectrons baignant dedans et capables de se
mouvoir, mais |’ ensembl e reste é ectriquement neutre.

Un conducteur est un milieu dans lequel il y a des charges libres de se déplacer. Ce sera des
électrons dans le cas des métaux ou des ions dans le cas des électrol ytes.

Un conducteur peut étre chargé, soit en y apportant des charges, soit en en 'y enlevant.
9.2. Conducteur en équilibre électrostatique

On dit gu’un conducteur est en équilibre éectrostatique lorsgue les charges créées sont au
"repos macroscopique”. 1l n’y a pas aors de mouvement d’ ensemble.

9.2.1. Champ et potentiel

= A l'intérieur du conducteur en équilibre éectrostatique, le champ éectrostatique est nul
car il 'y apas possibilité de mouvement des charges :

E,. =0 (65)
=>» De I’équation (65) on en déduit que le potentiel est constant dans le conducteur et a sa
surface (le potentiel est continu).

= Une autre conséquence de I’équation (65) est I'absence de charge a I'intérieur du
conducteur. En effet :

dvE=Pm -0 = p =0 (66)
€o
Les charges sont alors disposées sur la surface du conducteur.
9.2.2. Champ au voisinage d' un conducteur en équilibre électrostatique
Soit (C) un conducteur en équilibre é ectrostatique (Figure 26)

M 7 g

Figure 26. Conducteur en équilibre éectrostatique.
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S est une équipotentielle, donc le champ au voisinage de S est normale a celle-ci. En plus, et
en vertu de (52), nous avons (discontinuité de la composante normale de E ):

E=—n (67)

9.3. Le courant électrique
9.3.1. Rupture d équilibre électrostatique
Soient (C,) et (C,) deux conducteurs initialement en équilibre électrostatique (Figure 27).

C
c 2
C1 @ C1 :
(a) (b)

Figure 27. Conducteurs (état d’ équilibre (a), rupture d’ équilibre (b)).
Les conducteurs (C,) et (C;) ne sont pas liés (Figure 27(a)), il n'y a pas de mouvement

d’ ensemble des porteurs de charges V = <\7i > =0.

En reliant les deux conducteurs par un fil (Figure 27 (b)), on en fait un seul conducteur ayant
un potentiel V, <V <V,. Les charges des deux conducteurs ont vari€. Des charges se sont

donc déplacées sous |’ effet d’un champ éectrostatique dirigé de (C,) vers (Cy). Il y adonc un
mouvement de porteurs de charges \7:<\7i>¢6. Il 'y a création d’'un courant électrique

durant le laps de temps avant |’ établissement d’ un autre état d’ équilibre.
9.3.2. Principe de la conservation de la charge

Soit un volume (V) limité par une surface (S d'un conducteur parcouru par un courant
électrigue (Figure 28). On peut connaitre la charge qui le quitte par unité de temps.

Figure 28. Charges mobiles d’ un conducteur

Soit p,,(M,t) ladensité des charges mobiles.
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Au point M la quantité de charges contenue dans le cylindre élémentaire a I'instant t est
p..(M,t)V.dSdt . C'est aussi laquantité de charges ayant traversé la surface éémentaire dS.
La quantité ayant traversé toute la surface S par unité de temps est donc :

Azﬂspm(M HV.dS (68)

D’un autre c6té, la quantité de charge contenue dans le volume V est H J'V pm(M t).dr et sa
variation par unité de temps est donnée par :

Bzmvw.dr (69)

En I’ absence de sources ou de pertes de charges la quantité A est égale al’ opposé de B. Ceci
traduit le principe de la conservation de la charge. On aaors:

JT. a0V 38 =—[J], LoD e (70)

L’ application du théoreme de Green-Ostrogradsky au terme de gauche de I'équation (70)
donne:

[[.Pn(M,V.dS= [[[ div(p,(M,0)V)de (71)
En combinant les équations (70) et (71), on obtient :
(], divipnM.HV)dr =[] wm 72

D’ou I’ équation ponctuelle suivante :
div(p, (M ,t).\7)+w =0 (73)

Cette éguation exprimant le principe de la conservation des charges porte le nom de
I’ équation de continuité. On établira une équation similaire lors de I’ é&ude de la mécanique
de fluides.

En régime permanent ou stationnaire: p,.(M,t) = p,, |’ égquation (73) seréduit a:
div(p, V) =0 (74)
9.3.3. Le vecteur densité de courant

Dans le paragraphe précédent nous avons calculé la quantité de charge ayant traversé

I'éément de surface dS(Figure 28). La quantité de charge ayant traversé cette surface
élémentaire par unité de temps est donc :

Q_ (M HVds (75)
dt

Le vecteur densité de courant est donné par :
J=paV (76)
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On voit bien que la quantité de charge par unité de temps ayant traversé la surface élémentaire
dS représente le flux du vecteur densité de courant | atraverslasurface élémentaire dS.

On appelle intensité | du courant & travers une section (S) d'un conducteur, le flux de j &
travers cette section.

| = j jS].oTs (77)
L’ unité du vecteur densité de courant est (A/m?)
Propriétés du vecteur densité de courant en régime permanent (div| = 0)

= Leslignes de courant sont des lignes tangentes en chacun de leurs points au vecteur | .

=> L’intensité du courant est laméme atravers toutes les sections d’ un tube de courant.
=>» La composante normale du vecteur densité de courant est continue : a |’ interface de deux
milieux conducteursnousavons: j,, = j, -

= Siundes milieux estisolant j, , = j,, = j est tangent ala surface de séparation.

9.3.4. Loi d Ohm et ses conségquences

Un conducteur parcouru par un courant éectrique suppose I’ existence d’un champ électrique

E & I'intérieur de celui-ci responsable du déplacement des charges. La vitesse de
déplacement des particules chargées est liée au champ éectrique par larelation :

V=KE (78)

K traduit la mobilité et est indépendante du champ éectrique E , surtout pour les conducteurs
meétalligues. Les conducteurs vérifiant I’ équation (73) sont dits conducteurs ohmiques.
De (78) ontire:

j=pV =p,KE=7E (79)
y =Kp,, est la conductivité du matériau et s exprime en siemens par metre (Sm™). Son

inverse L est larésistivité (0,
14
Laloi d Ohm locale est exprimée par :

i=7E (80)
Cette loi permet donc de relier la cause du courant éectrique E ason effet .
9.3.5. Conséquences de laloi d Ohm
Conséquences immediates
Soit (C) un conducteur homogeéne, isotrope, ohmique et parcouru par un courant stationnaire
S divj =0
2> j=yE= divE=0
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SdvE= = py =0(pyv est la densité volumique de toutes les charges). Les charges sont
€
donc superficielles

=>Leslignes de courant sont aussi des lignes de champ

= Dans le cas d’ un conducteur entouré d un isolant, j est nécessairement tangent & la surface

du conducteur, donc E est tangent & la surface du conducteur, par conséquent la surface du
conducteur n'est pas une équipotentielle (contrairement aux conducteurs en équilibre
électrostatique)

Résistance d’un conducteur ohmique
Soit le conducteur ci-dessous (Figure 29)

V,>Vs

Figure 29.Conducteur ohmique

B— —
V-V, = Ed (81)
|=jj].?5:yﬂ§.d§ (82)

S S

En divisant (81) par (82), on trouve laformule de la résistance exprimée en Ohm
L, JE@

A—f - =—=R(Q) (83)
| y j E.dS
S

Résistance d’un conducteur ohmique cylindrique
Soit un conducteur cylindrique homogeéne et isotrope (Figure 30) :

E

-
=

Figure 30. Conducteur cylindrique
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V, >V,
E et j sont uniformes, aors :

roLEL_11 (84)
yES ¥ S

10. Application aux sciences de laterre : la prospection électrique
10.1. Introduction

Les méthodes de prospection électrique utilisent le passage d’ un courant €l ectrique naturel ou
artificiel pour I’ évaluation des résistivités du sous-sol dans le but de distinguer les formations
conductrices de celles résistantes.

Plusieurs méthodes él ectriques sont utilisées :

=>»La méthode des résistivités : cette méthode utilise un courant provoqueé par |’ envoi dans le
sol gréce a des éectrodes, d'un courant continu ou aternatif et de la mesure ensuite d' une
différence de potentiel au niveau de deux autres électrodes. La résistivité est alors calculée en
fonction de I'intensité du courant injecté et la ddp mesurée. Cette méthode est la plus utilisée
en geologie régionae, en hydrogéologie et en génie civil. La théorie de la répartition des
courants dans le sous-sol, base de la méthode des résistivités a été mise au point alafin dela
premiere guerre mondiale par les physiciens Wenner, Tagg et surtout Schlumberger.

=>»La méthode de la polarisation spontanée consiste en |'étude des potentiels éectriques
naturels créés par des gisements massifs.

=>La méhode de la mise a la masse dont le but est I’éude des potentiels éectriques
provogueés par un courant continu que I’ on injecte en un point d’ un gisement massif.

=>»La méthode de la polarisation provoquée consiste en |’ étude de la décharge des terrains
chargés artificiellement gréce al’ envoi d un courant dans le sol.

=>»La méthode tellurique s'intéresse aux potentiels engendrés par des courants naturels sans
rapport avec les causes al’ origine de la polarisation spontanée.

Dans la suite de ce cours on s'intéressera uniquement a la méthode des résistivités. Plus de
détails concernant les autres méthodes seront donnés en troisiéme année de licence.

10.2. Conductibilité des roches

Les roches formant le sous-sol (sables, argiles, calcaires, granites, ...etc.) possedent le plus
souvent une conductibilité électrolytique, grace aux solutions salines toujours présentes en
plus ou moins grandes quantités dans les pores et |es fissures, tandis que les métaux possedent
une conductibilité éectronique.

La conductibilité électrolytique (déplacement d'ions) obéit alaloi d’ Ohm et permet donc de
définir une conductivité (ou une résistivité) qui caractérise les différents roches formant le
Sous-sol.

Quelgues matériaux du sous-sol, tels certains minéraux (pyrite, sulfures de cuivre) ou le
graphite ont une conductibilité éectronique.

Dans la plupart des cas, les roches sont de mauvais conducteurs. Les argiles qui sont
relativement conductrices sont mille fois moins conductrices que la pyrite massive et cent
million de fois moins conductrices que les métaux usuels.
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On distingue 3 grandes classes de conducteurs : les bons conducteurs, |es conducteurs moyens
et les faibles conducteurs. La conductibilité des roches dépend de plusieurs facteurs :
Volumedesvides
Volumetotal
_ Volumedeau
~ Volumetotal
—Lasdinité de I’ eau contenue dans les pores de laroche

—Laporosité p=

—Lateneur en eau w

Relation entre porosité et résistivité

p. =F.p,
pr €t py, sont respectivement larésistivité de laroche et celle de |’ eau interstitielle alors que F

. . TN . a
est le facteur de formation de la roche sans argile pouvant étrelié alaporosité par F =— (a

est un coefficient dépendant de la lithologie 0.6<a<2 et m représente le facteur de
cimentation ou de tortuosité dépendant du type de sédiment et de laforme des pores,...€etc.)

En conclusion, ¢'est I’ eau incluse dans les matériaux et la quantité de sels dissous dans cette
eau qui par conductibilité éectrolytique rendent les roches plus ou moins conductrices. Par
exemple un méme calcaire sec, fissuré et rempli d’'eau douce, ou fissuré et rempli d' eau de
mer, pourra posseder respectivement une résistivité de plusieurs milliers d’Q.m, de plusieurs
centaines d’Q2.m ou de quelques dizaines d' Q.m.

Valeursusuelesdelarésistivité desroches

Roches Résistivité (QQ.m)
Graviers, cailloux secs, sables de dune 10000 et +
Roches éruptives non altérées 300-2000
Calcaires francs, gres calcaires, quartzites 300-1500
Schistes non graphiteux 50-500
Calcaires marneux, craie 80-300
Gres marneux ou argileux 15-120
Marnes 0.5-60
Argiles, Vases 0.5-30
Eau deriviere 20-60

Eau de mer 0.18-0.24

10.3. Potentiel dans un milieu homogene

Le milieu dont il est question est le sous-sol. On s'intéressera donc a son comportement vis-
vis du courant éectrique, comme n’'importe quel autre matériau. Nous savons dga
I’ excellente qualité des métaux a conduire le courant électrique, qu’ en est-il du sous-sol et des
différentes formations qui e constituent ?

La réponse a ces questionnements nous permettra au final de distinguer les formations
conductrices de celles qui ne le sont pas, et par conséquent apportera des éclairages au
prospecteur dans sa recherche des substances utiles (minéralisation, eau, ...etc.) L’ approche
sera basée sur les concepts que nous avons déja décrits : Potentiel, champ éectrique, densité
de courant, conductivité, résistivite... etc.
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La combinaison des équations (74), (76) et (80) en supposant constante la conductivité du
matériau et le fait que le champ éectrique dérive d'un potentiel, donne:

AV =0 (85)
Les conditions aux limites :

=> Le potentiel est continu
=>»La composante normal e du vecteur densité de courant est continue.

10.3.1. Electrode unique en profondeur

Soit une éectrode de petites dimensions enterrée dans un milieu homogene et isotrope (Figure
31). Le courant se referme sur une autre éectrode assez € oignée pour que son influence soit

négligeée.

Source

Lignes de courant

£

Equipatentielles

Figure 31. Electrode enterrée dans un milieu homogéne

Soit r la distance a I’ électrode C;, le potentiel sera fonction de r seulement pour raison de
symétrie sphérique. Dans ce cas, le Laplacien s’ exprimera uniquement en fonction der.

szizi(rzd—vjzo (86)
r<dr dr
Soit
d A
-r_~- 87
drr? S
Et donc:
v--2.i8 (88)

r
A et B sont des constantes déterminées en fonction des conditions aux limites :
limV=0= B=0 (89)

r—oo

On sait aussi que le flux du vecteur densité atravers une section du conducteur est égale a
I”intensité du courant :

| = j j j.ds (90)
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Sreprésente la surface d' une équipotentielle (sphére dans ce cas) derayon r et j est radial.
De (90) ontire:

| = 47r?] (92)
Or

. dv

r

De (91) et (92) et (88), en remarquant au passage que B = 0, on tire:

| =47y A (93)
Soit

a1l _lp o

y 4 A

Larésistivité p éant I'inverse de la conductivitéy
Finalement le potentiel en un point M situé aladistancer del’ électrode C, s écrira:

_(1p)
V_(4ﬂ')r (%)

Larésistivité est donnée par :
o= 47erX (96)

10.3.2. Electrode unique en surface

L’ électrode de petites dimensions est placée a la surface d’un milieu homogene et isotrope
(Figure 32). Le courant se referme sur une autre éectrode assez €oignée pour que son
influence soit négligée.

La auss le potentiel ne dépend que de r. les équipotentielles sont des demie-spheres centrées
en C, Lasolution générale du potentiel est donnée par (88).

Source

L.ignes de courant

TN

Equipotentielles

ke
v V
Figure 32. Electrode placée ala surface d’ un milieu homogene

Les conditions aux limites dans ce cas defigure :
B Comme pour le cas précédent, le potentiel est nul al’infini, nous en déduisons donc B = 0.
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B[ a composante normale du vecteur densité de courant est continue a I’ interface milieu-air.
Or I'air posséde une conductivité nulle, il s'ensuit donc que la composante verticale du champ
électrique est nulle, soit :

ﬂ:ﬁ(_é):_ﬁ(éjﬂzgzo pour z=0 (97)
oz 0z\ r or\r joz r

Sachant r? =x* +y* + 7
M éme raisonnement que précédemment, le flux du vecteur densité de courant atraversia
sectionderayontr :

| =27r?j (98)
Combinant les équations (92) et (98), on trouve :
| =-2zy A (99)
A=_1P (100)
2
Soit, |’ expression du potentiel V :
Vo ('_le (101)
2 )r

L’ expression de larésistivité :
p =2nr IX (102)
10.3.3. Deux éectrodes en surface

Lorsgue la distance entre les deux électrodes est finie (Figure 33), le potentiel en tout point de
la surface dépendra donc des deux éectrodes. Si le sol est homogene et isotrope, on aura:

)
W C
Cl v P'i Pz vy =2
77 77777, "
< rl > < r2
rs ry

Figure 33. Deux éectrodes de courant ala surface du sol.

*Le potentiel en P, dGaC,

V1=—ﬁ ou A:—I—p (103)
r 2r

*Le potentiel en P, dGaC,

r, 2r
Ceci a cause de la configuration des lignes de courant, sortant d’ une électrode et rentrant vers
I’autre. Le potentiel en P1 d0 aux deux électrodes est :
47



V,+V, = '_P(l_ij (105)
2r\r 1,

En un autre point P», le potentiel s'exprimera de la méme fagon qu’en P,, mais en utilisant les
distancesrs et r4. Ladifférence de potentiel entre P; et P, est donnée par :

i) i3)
2 |\, T, L or,

L’ arrangement des électrodes de courant et de potentidl illustré par la Figure 33 correspond au
dispositif quadripdle utilisé en résistivité sur le terrain.

A cause de la proximité des électrodes C; et C,, les surface équipotentielles se trouvent
déformeées. Ces équipotentielles (Figure 34) répondent aux équations :

i - i = constante

R R (107)
RS+R,’-2R,R,cosf=4L>
R: et R, sont les distances du point aux deux électrodes de courant et 2L la distance les
separant

Y

Figure 34.Distorsion des lignes de courant et des équipotentielles

9.3.4. Distribution du courant

Soient deux électrodes ponctuelles placées a la surface d’un sol homogéne (Figure 35) et I’on
sintéresse a la propagation du courant dans le sous-sol, notamment de savoir le volume
souterrain intéresse par le courant électrique et dans quelles proportions, c'est-a-dire rendre
compte de la densité de courant dans le sous-sol.

Ia
I|

C x L-x
I | > > C,
N 7
P
1
'vl I|, > J".z
1
Py
—1 5
==
_ﬁ

Figure 35. Densité du courant dans le sous-sol
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=>» Composante horizontale du vecteur densité de courant.

jX:yEX:_iﬁ:_ll_pi i_i (108)
p OX p2mox\r, r,
I [ x X-L
- | 22 = 109
* 277.'("13 r23 j ( )
Si lepoint P est situé sur lamédiatrice du segment [C,,C, ], nousaurons r,=r, =r et:
I L

(110)

= ———
277:( X szz

Z +—

4

Del’ équation (110) on peut voir que la profondeur intéressée par les lignes de courant dépend
de I'écartement des éectrodes. La Figure 36 donne une idée sur la zone d'influence des
lignes de courant dans |e sous-sol. La courbe en fait, représente |es variations de lafonction

e f(z)
Jx,O L

Jdo
1.0
0.8 ,
Jg ¢tant la valeur de j_ pour z =0
0.6t = 41/mi?
0.4}
0.2}

. . . e
00 02 04 06 08 10 7T
Figure 36. Densité de courant en fonction de la profondeur

> Fraction de courant atravers une section du plan médiateur du segment [C,,C,].
Lafraction élémentaire du courant atravers la surface éémentaire dydz est :

51 = j.dydz=—— L dydz (111)

2 | (LY, E
(oo

Lafraction atravers la surface contenue entre z; et z, et sur toute I’ étendue de I’ axe desy est :

Lz | dy 2 2z, 2z,
I, _ZL dzLo 3 _—(arcth—arcthj (112)

(o]

Cette fraction présente un maximumsi L=2,/zz, .

Exemple
Si z =100m et z, =200m I’ écartement des €électrodes doit étre de 283 m.
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Pour une section semi-infinie lafraction de courant sera:

liml, =1 (1——arctg 221) (113)

Zy—>0 T
La Figure 37 illustre I’ écartement des électrodes requis pour gu’une fraction importante du
courant soit obligée de passer au dessous de la profondeur z;.

A

L/

1.0}
0.8}
0.6}
0.4}

0.2}

u
r

Liz

Figure 37. Fraction de courant se propageant en dessous de z; pour un écartement L

o 2 4 6 8 10

9.4. Effet des hétérogénéités dans le sol
9.4.1. Introduction

Dans la section précédente nous nous sommes contentés uniquement d’ éudier la distribution
du potentiel et du courant dans le cas d’ un sol homogene. Or laraison d’ étre de la méthode de
la prospection électrique est de pouvoir s attaquer aux anomalies électriques et de pouvoir
différencier des corps conducteurs des corps résistants. Le calcul du potentiel ne présentait
pas une grande difficulté dans le cas d’un sol homogéne, mais qu’en est-il lorsque le sol ne
I’est plus? Que sera I’expression du potentiel dans le cas de deux ou plusieurs couches
horizontales, ou dans le cas d'un changement latéral de facies, ou encore dans le cas d’ une
masse contrastant nettement avec son encaissant ?

9.4.2. Deéformation des lignes de champ al’ interface de deux milieux différents

Soient deux milieux homogenes de résistivité p; et p,, séparés par une interface plane et,
sieges d'un courant éectrique (Figure 37). On va appliquer a cette configuration les
conditions de passage, que nous avons établies précedemment en ce qui concerne le champ
électrique et le vecteur de densité du courant.

_~ Interface

Figure 37. Déviation du vecteur densité de courant sur une interface plane
Les conditions de passage sont :

* Continuité de la composante tangentielle du champ éectrique.
* Continuité de la composante normale du vecteur densité de courant.
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Ceque I’ on traduit respectivement par :

E -E, ou Y- Yz (114)
£ 72
Soit :
Py, =Pydy, (115)

Et ensuite

J, =3, (116)
En divisant (115) par (116) on obtient :

plj—z =P, jz (117)
Soit :

p,tanf, = p, tano, (118)
Ou encore:

b, _p (119)

tand, p,

On voit bien que les lignes de courant sont déviées quand elles passent d’un milieu aun autre.
9.4.3. Déformation des équipotentielles al’ interface de deux milieux différents

On vient de voir gque les lignes de courant sont déviées a I'interface de deux milieux de
résitivités différentes, on doit donc sattendre au méme phénoméne dans le cas des
équipotentielles. Pour une configuration similaire (Figure 37) on peut mathématiquement
déterminer le potentiel en tout point de I’ espace connaissant I’ équation aux dérivées partielles
(EDP) régissant le potentiel (équation (85) plus haut) et les conditions aux limites du
domaine. Ceci peut s avérer fastidieux, ¢’ est pourquoi on utilisera une méthode plus simple
inspirée de la théorie des images utilisée en optique (théorie valable dans | e cas des interfaces
planes, notamment).

En optique on se propose de déterminer |’intensité lumineuse en un point due a une source
lumineuse émettrice placée dans un milieu séparé d’'un autre par un miroir semi-transparent
ayant un coefficient de réflexion k et de transmission 1-k (Figure 38 aet b).

L’intensité de lalumiére en un point du premier milieu est due en partie ala source de lumiére
elleeméme et en partie alalumiére réfléchie sur e miroir (ou alalumiere émanant de I’image
mais avec un coefficient de réduction de I’intensité égal a k). En ce qui concerne un point
situé dans le second milieu I’ intensité est uniquement due a la source de lumiére mais avec un
coefficient de réduction de I’intensité égalea 1- Kk .

Par analogie si |I’on remplace la source de lumiere par une source ponctuelle de courant et
I’intensité lumineuse par le potentiel, celui-ci sera donné au point P (Figure 38b) par :

V= ﬂ[l +5j (120)
4 \r, 1,
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Milieu 1 Milieu 2

Source ;
lumineuse I F2
Image

.

i\
/i
semi-transparent

@) (k)
Figure 38. Analogie entre images optique (a) et éectrigue (b)

Miroir

Et au point P par :
V':'ﬁ[l_kJ (121)
A\ 1,
Conditions aux limites:
Le potentiel étant continu, a I’interface (r ,=r, =r;), nous devons avoir (V =V'), ce qui
permettra d’ obtenir :
p_1-Kk

o= Irk (122)
2
Ou
K = % (123)
2 1

Le coefficient de réflexion vé&rifiedonc —1<k <+1.

LaFigure 39 illustre le phénomeéne de distorsion des équipotentielles obtenues al’ aide de
I’ équation (117) pour deux valeurs du coefficient de réflexion ((k =0.5; —0.5) .

Milieu 1
Py

Milieu 2

C, (source)

(a)
Interface plane
C, (source) 4 C' (image)
(b)

——  Equipotentielles

----- Lignes de courant
Figure 39. Distorsion des équipotentielles et des lignes de courant al’ interface de deux
milieux derésistivités différentes(a: k=05€et p,=3p, ;b: k=-05¢et p,=3p, )
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9.4.4. Potentiels en surface dus a des couches horizontales

On se place maintenant dans le cas ou la source de courant et les deux électrodes de mesure
de potentiels sont placées en surface, au dessus de deux couches horizontales de résistivité p;

et p, séparées par une interface plane. On va utiliser toujours la méthode de la théorie des
images pour tacler ce probléme qui consiste en fait en 3 milieux qui sont, dans |’ ordre, de haut

enbasl’air derésistivité p, =0, la couche de résistivité p; et la couche de résistivité p, et 2
interfaces : I'interface séparant I'air du milieu 1 de résistivité p; et I'interface séparant le
milieu 1 de résistivité p; du milieu 2 de résistivité p, . Le résultat est un nombre infini
d’images au dessus et au dessous de la source de courant C; (Figure 40).

X C l.'.-

i

Alr { p, = infinie)

P burlz.wc

Milieu 1

Milieu 2

Figure 40. Images résultant de deux couches horizontales

Pour la suite la premiere interface indiqueral’ interface séparant I’ air de la premiére couche et
la deuxiéme interface est celle qui sépare la premiére couche de la deuxiéme couche.

L’'image originelle C;’ de C; par rapport ala deuxieme interface, située donc a 2z en dessous
de la surface est elle-méme réfléchie ala premiére interface et donne uneimage C;’’ située a
la distance 2z au dessus de la surface. Cette deuxiéme image en donne une troisiéme image
C'"’ par rapport ala deuxieme interface et qui est donc située a 4z en dessous de la surface, et
qui a son tour sera réfléchie sur la premiére interface pour donner I'image CV, et ainsi de
suite. Donc, une seule source de courant engendre une infinité d’images qui donc
participeront a |’ expression du potentiel en un point P de la surface. Notons enfin que |’ effet
de chague image sur le potentiel est atténué a cause du coefficient de réflexion entre les
interfaces.

Pour la source de courant et sa premiéere image, le potentiel est :

V' zﬂ(hij (124)
2T \r

L’ effet de la deuxiéme image a 2z au dessus de la surface du sol est :
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V= ﬂ(ﬁj (125)

2r\

Ou k, est le coefficient de réflexion a la surface du sol (entre I’air et la premiére couche).
Comme I'air est infiniment résistant (p, =) aucun courant ne saura le "traverser”, donc

(1-k, =0) et par suite k, =1.
Le potentiel dii alasource C; et sesimagesC,' et C;'’ est

VARVE :£(1+2_kj (126)
2r\r

Le potentiel di a la troisieme image C;'’’ située a 4z sous la surface du sol est encore plus
réduit, au méme titre que celui di a son image C" située a4z au dessus de la surface du sol.

2
VIRV I p, ﬁ_,_ kkk, zﬂ & (227)
2 r2 r2 2r r2

Du fait de la multitude d’'mages engendrées par la configuration des deux couches
horizontales et de la couche d’'air, le potentiel total engendré en P est exprimé sous forme
d une sérieinfinie de termestelle que :

2 n
V:ﬂ(}+2—k+&+...+2k j (128)
2n n o r

n

Ou

w/r +(22)%; \/r +(42)%; \/r2+(2nz)2

Cequi permet d’ écrire |’ équation (128) sous laforme suivante :

Ip|1 & K
V="Z42y ——— (129)
2|’ nzl'\/r2+(2nz)2}
Ou encore:
VAL 1+22 (130)
2
1+(2nrj

Cette Série est convergente car || <1.
On peur reconnaitre dans I’expression (130) la valeur du potentiel dans le cas d’un sol

Ip

homogene : ; C'est le potentiel normal. Le deuxiéme terme, celui de la série infinie,
7T

représente le potentiel perturbateur.
Remarques

W Lorsque k =1, le potentiel total en P peut étre doublé, voire plus.

54



B Dans le cas de plusieurs couches les calculs seront fastidieux a cause du nombre d'images
trés importants, mais toujours possibles.

9.4.5. Potentiel di a une sphére conductrice

On considére une sphére conductrice de résistivité p, enterrée dans un milieu de résistivité p;
(Figure 41). Il s agit de trouver les solutions de I’ équation de Laplace dans le contexte de la
configuration illustrée par lafigure. On suppose en plus que la sphere baigne dans un champ
électrigue uniforme E paralléle al’ axe des X c'est-a-dire que I’ é ectrode d’ injection est placée
tres loin de la sphere.

Surface

Fore: s
"Lis 1 Milien 1
T Milieu 1

—— e
e — o TR, \ 8

=
— X
a J

Figure 41. Sphere conductrice baignant dans un champ éectrique uniforme

L’ équation de Laplace arésoudre, s écrit dans ce cas, en coordonnées sphériques:

Lofpa) 12 fane® )0 (13
reor or rsinf oo 00

Cette equation est indépendante de la longitude ¢ , et soumises aux conditions aux limites
cités précédemment (continuité du potentiel et de la composante normale du vecteur densité
de courant) :

V, =V,
10V 10V, pourr=a

i - 72 P (132)
py O p, OF

V, =-E.x=-Ercosf pourr >>

Nous n’entrerons pas dans les détails, mais donnerons simplement la solution de ce probléme
au cas ou le potentiel est mesuré alasurface:

3
Vie— |P12 1-2 PL=Po (Ej r cosé (133)
2R p+2p,\ Z

La Figure 42 illustre les lignes de courant et les équipotentielles obtenus dans le cas de cette
configuration, on notera leur distorsion.

Cet exemple permet de voir qu’en cas d’ hétérogenéité du sous-sol, les lignes équipotentielles
et de courant s'en trouvent déformées, de sorte que, comme le montre la Figure 42, (une
masse conductrice enclavée dans un milieu résistant) les lignes de courant ont tendance a
converger vers la masse conductrice, alors que les lignes équipotentielles s'en éoignent. On
doit s attendre au contraire dans le cas d’ une masse résistante piégée au sein d’ une formation
I étant moins.
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Ligne de courant

——
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Figure 42. Equipotentielles et lignes de courant pour une sphére enterrée (vue de plan).

En conclusion on voit bien que la méthode des résistivités permet, pour un écartement
constant des éectrodes de courant, de déceler les anomalies éectriques du sous-sol situées a
une profondeur plus ou moins constante et ce en réalisant plusieurs profils de mesures pour
intéresser une grande surface :c’est laméthode du trainé électrique.

Mais on peut aussi vouloir s enquérir des anomalies éectriques en profondeur a la vertical
d un certain point, ¢’ est laméthodes des sondages électriques.

9.4.6. Sondages éectriques

La aussi pour recueillir les informations nécessaires nous nous devons d’ étre munis de deux
électrodes de courant et de deux éectrodes de potentiel, en plus d une source de courant
(générateur). Contrairement a ce que nous avons dit précédemment, |'écartement des
électrodes de courant doit varier et ce dans le but de pouvoir intéresser plus de volume de
terrain en profondeur. Les dispositifs utilisés sont nombreux, nous en citerons le dispositif de
Wenner (Figure 43) et celui de Schlumberger (Figure 44).

=>» Dispositif de Wenner

A J W A 4

G, P, P, C,
Figure 43. Dispositif de Wenner

=>» Dispositif de Schlumberger

N

A M 0 N B

Figure 44. Dispositif de Schlumberger

Si le sous-sol est homogene et isotrope, on aura quelque soit la configuration du quadripdle
AB-MN la méme résistivité qui correspond a la résistivité vraie du terrain. Or dans la rédlité
le sous-sol est hétérogene et est formé de plusieurs couches superposées. La résistivité que
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I’on mesure donc est une résistivité apparente et ne concerne que le volume de terrain
circonscrit dans le réseau des lignes de courant.

Pour les besoins de I'illustration considérons un terrain bi-couche de résistivités p; et ps.
Nous introduisons un courant entre deux éectrodes de courant A et B gu’on fait éloigner
progressivement des deux éectrodes de mesure de potentiel M et N que I’on garde fixes
(Figure 45)

A’ A M N B B

Figure 45. Résistivité apparente (terrain bicouche)

Pour des valeurs de % petites devant |’ épaisseur du premier terrain, on peut affirmer que la

résistivité mesurée est celle de la premiére couche, tandis que pour des valeurs importantes de

% , larésistivité mesurée est celle de la deuxieme couche. Pour des valeurs intermédiaires

de % , larésistivité mesurée dépend en fait des deux formations (Figure 46).

Pa

Figure 46. Courbe de résistivité dans le cas d’ un bicouche

L e sondage éectrique SE, permet une investigation en profondeur gréce a une variation de la
longueur d’émission AB tout en maintenant MN constante.

Les résultats d’ un sondage €l ectrique sont présentées sur un papier bi-logarithmique
(logp, = f (Iog(%)j) donnant

9.4.7. Interprétation des sondages él ectriques

L’interprétation des sondages est une opération qui consiste a imaginer la structure (les
structures ?) ayant engendré un profil de résistivité donné. Nous avons vu précédemment que
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quand on connait une configuration géologique déterminée on sait calculer le potentiel
engendré. Dans le casde I’ interprétation il s agit du probléme inverse (Figure 47).

Exemple :

Pa

.
>

a
Figure 47. Exemple d’interprétation de sondage é ectrique

L’ interprétation des sondages él ectriques peut se faire globalement de deux maniéres :
= Numériquement

A l'aide des ordinateurs et ce en résolvant |'éguation du potentiel (AV =0) avec des
conditions aux limites appropriées. Pour ce faire, on introduit la courbe donnant la résistivité
en fonction de |’ écartement (p, = f(a)) et en fonction du choix de modele géologique, on fait
varier les paramétres c'est-a-dire les résistivités des couches et leurs épaisseurs jusqu’a
obtention d’ une superposition satisfai sante avec les données expérimental es.

=>» Graphiquement

A I'aide de courbes établies préalablement (abagues) et d’ autres méthodes graphiques telles
gue la méthode des résistivités cumulatives et de la méthode des asymptotes dont on aura
I”occasion de parler en TP.
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Chapitre 3
LE CHAMP DE PESANTEUR

1. Principe et théorie élémentaire
1.1. Loi de Newton

Considérons deux particules de masse m, et mp. Les deux particules s exercent mutuellement
uneforced’attraction F (Figure1).: f,, exercéepar 1sur 2 et f,, exercée par 2 sur 1.
== 3
m e N L
| r

<

A

.‘ m,

Figure 1. Laforce d attraction entre deux particules de masse m; et m,

Notons F = f,,

— m., -
F=—G mirz 2] 1)
G est la constante de gravitation universelle. Sa valeur dans le systéme international est :

G=6.67.10"m*Kg*s™.

1.2. Accélération de la pesanteur
Remplagons I une des particules par la Terre (Figure 2). Soit par exemple m =M _la masse

delaTerre. Appelons g’ accélération de la particule mp.
Appliquons larelation fondamental e de la dynamique a la particule m,. Nous aurons :

=mg 2

l

g:

F oMy ©)
m,

m,

Figure 2. Poids d’ une particule située a la surface de laterre

Cette accél ération, appel ée accél ération de la pesanteur ad’ abord été mesurée par Galilée, lors
de la célebre expérience de la tour de Pise en laissant tomber des objets du sommet de la tour
penchée. La valeur numérique & la surface de la Terre est environ 980 cm/s?. En gravimétrie
" unité d’ accél ération de la pesanteur 1cm/s” est appelée le gal.
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1.3. Potentiel gravifigque
1.3.1. Généralités

Soit une particule m, se déplacant dans le champ gravifique créé par m, (Figure 3). Calculons
lacirculation du champ gravifique I créé par my, le long de AB.

s (O

mj P

Figure 3. Potentiel gravifique créé par une masse ponctuelle.
On va procéder comme en électricité (Chapitre 2, §3.1)

En coordonnées sphériques (P étant le centre du systéme)

-_gh
I = Gr2 dr
r|r,=0 di| rdo
r =0 rsinféde

4

Lacirculation élémentaire du champ gravifique g est donnée par :
e —Gmd[ ] @

Lacirculation lelong de lacourbe AB est alors:

dC=T.d =-G

szfiazem{i—i} (5)

g Ta

On peut voir clairement que la circulation du champ gravifique ', créé par une masse
ponctuelle my, le long d’ une courbe est indépendante du chemin suivi. On aura:

@ﬁ&:o (6)
Et par conséguent (voir la Boite aoutils), le champ gravifique est conservatif. Soit :

I = —gradU 7)
Reprenons |’ expression de la circulation élémentaire :

dczia:—&aua:—szemu(%] ()

La solution de cette équation différentielle, en supposant e potentiel nul al’infini, est :
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u(r) = —G.% 9

Dans le cas oll le vecteur u de la Figure 3 est de sens opposé, c'est-a-dire dirigé de M vers P,
le potentiel est positif : U(r) = G.% . C'est le cas en gravimétrie ou |’ axe z est orienté vers le
centredelaterre.

Remarque :

Il est souvent plus simple de résoudre les problémes de gravité en calculant le potentiel
scalaire, aulieude I'.

1.3.2. Potentidl Tridimensionnel

Considérons une masse a 3 dimensions et de forme quelconque et calculons le champ
gravifique et le potentiel dus a cette distribution massique, en un point situé a |’ origine du
repere(O, X, Y, z). Le potentiel créé par une masse infinitésimale dm:

dm G odxdydz

du =G—= (10)
r r
Our’=x*+y*+7
Le potentiel di alamassetotale sera:
1
U=_G —dxdydz 11
of j [ Caxdy (11)
La composante verticale du champ gravifique est donnée par :
oU z
r,=-—=GCo j J j Sdxdydz (12)

1.4. Equations du potentiel
On se propose de calculer le flux du champ gravifique a travers une surface fermée, soit :

cD:jjfd% (13)

Calculons pour cela le flux di a une masse ponctuelle m. Pour ce faire considérons les 3 cas
de figure comme pour le champ é ectrostatique (Chapitre 2, section 4 84.2)

Configuration 1 : Masse située al’ extérieur de la surface fermée (Figure 4)

2~

Figure 4. Flux du champ gravifique a travers une surface fermée (configuration n°1)
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0.dS  u.dS
dq,:_Gm{ 1r§+ 2r282}
1 2

T Angle solide (14)
®=0

Configuration 2 : Masse située al’intérieur de la surface fermée (Figure 5)

Figure 5. Flux du champ gravifique atravers une surface fermée (configuration n°2)
dd =-Gm ulrﬁ =-GmdQ
1

(15)
@ 1yy=—Gm [[ dQ =—47Gm
S

Configuration 3 : Masse située ala surface de la surface fermée (Figure 6)

Figure 6. Flux du champ gravifique a travers une surface fermée (configuration n°3)

dd =-GmdQ
® =-[[GmdQ =-Gm [[dQ=-27Gm, (16)
S S
Conséquences:

=>»Danslecasou il N'y apas de masse al’intérieur de la surface, le flux du champ gravifique
atravers cette surface est nul. Par conséquent, en vertu du théoréme de Green-Ostrogradsky

divl =0 (17)
Le champ gravifique dérive d’ un potentiel, d’ ou I’ équation de Laplace suivante:
AU =0 (18)
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=S par contre, des masses sont présentes a I'intérieur de la surface, le flux du champ
gravifigque n’est pas nul. Nous obtenons aors :

Théoreme de Gauss

jj divldr = jj I'.dS=—-47GM (19)
\Y S, fermée

M étant la masse total e de toutes les masses situées al’ intérieur de la surface.
De I’ éguation (19) nous déduisons, en prenons un volume aussi petit que |’ on veut :

divldr =-47Gpdr (20)
Soit :

divl = -4zGp (21)
p étant ladensité de lamasse al’ origine du champ gravifique.
Or le champ gravifique dérive d’ un potentiel, d’ ou I’ équation de Poisson suivante:

AU =47Gp (22
Remarque

Ces equations sont genérales et donc valables en ce qui concerne le champ de pesanteur
terrestre.

2. Application a la Pesanteur terrestre : Gravimétrie

2.1. FormedelaTerre

2.1.1. Généralités

Lavaleur de la pesanteur ala surface de laterre dépend de 5 facteurs::

—Lalatitude

— L’ altitude

— Latopographie environnante

— Les marréesterrestres ou |’ effet lunisolaire
— Lesvariations de densité sous la surface

Les variations de la pesanteur dues aux 4 premiers facteurs sont systématiques. Par exemple
la variation de la pesanteur de I’équateur aux poles est de 5 gal, soit 0.5% de la valeur
moyenne, aors que I’influence de I’ altitude peut atteindre 0.1 gal dans certains cas. Seul le
dernier facteur est significatif en prospection gravimétrique : au dessus d’un corps lourd la
pesanteur sera plus forte qu’ au dessus d’ un corps | éger.

Les variations de g qui sont significative en prospection gravimétrique sont trés petites (10
mgal serait une grande anomalie en prospection pétroliére), non seulement devant la valeur
de g elleeméme mais aussi devant les variations dues a |’ atitude ou a la latitude, choses qu'il

faut éliminer pour ne laisser que I’ effets recherché a savoir celui de la variation de densité
sous la surface.

2.1.2. Le sphéroide de référence

La surface de la terre est définie comme une surface équipotentielle du champ de pesanteur.
Cette surface est le sphéroide de référence, il est confondu avec la surface figurant la hauteur
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moyenne des mers: les masses terrestres en excés étant supprimeées et les creux marins
comblés.

L e systéme géodésique de référence donne la valeur de g en tout point du sphéroide :
g=g,1+asin®*A+Bsin* 1) (23)
g, = 978.031846 (valeur delapesanteur al'équateur)

A : Lalatitude
a = 0.005278895
B =0.000023462

2.1.3. Le géoide

La formule donnant g n’est qu’une approximation. On omet I’ existence d’ondulations a la
surface de la Terre, dors qu'il y a en fait, des altitudes moyennes continentales de 500 m et
des profondeurs océaniques de 9000 m, ce qui a pousseé les géodésiens a adopter une surface
de référence aussi proche de la réalité que possible : le géoide, qui est aussi e niveau moyen
expérimental des mers (Figure?).

Ladifférence entre les deux surfaces ne dépasse pas les 100 m.

Figure 7. Géoide et sphéroide de référence
2.2. Les corrections de la mesure de la pesanteur

L’intensité de la pesanteur dépend de 5 facteurs: la latitude, la hauteur, la topographie
avoisinante, I’ effet des marées et la variation de la densité des matériaux de subsurface. Ce
sont les variations de densité qui nous intéressent en gravimétrie. Ces anomalies sont moins
marquées que les anomalies dues aux changements des autres facteurs, d’ ou I'intérét de
corriger |es données gravimétriques.

2.2.1. Correction de lalatitude

La rotation de la Terre et son bourrelet équatorial provoquent |’ augmentation de la pesanteur
avec la latitude systématiquement. L’ accélération centrifuge due a la rotation de la Terre
(maximale al’ équateur et nulle aux pdles) s oppose al’ accélération de la pesanteur alors que
I aplatissement augmente la pesanteur aux poles. Ce dernier effet est partiellement compensé
par |I’augmentation de la masse attirante a |’ équateur. Il est donc nécessaire de faire une
correction de lalatitude des qu'il y a une extension notable dans ladirection NS (Figure 8).

64



0 Y I

Y

Figure 8. Correction de la latitude.

Soit dg, cette correction, Re le rayon de la Terre, ds la distance dans la direction NS et A la
latitude.

ﬁ: dg, soit
ds RdA
%zigo(Zasin},cos},+4ﬂsin3lcosl) (24)
s R
D’ou
99 _ 96% g0y (25)
ds R,
AN :
R =6368 Km

[ ] % =0.811sin24 mgal/Km
S

2.2.2. Correction al’air libre

La pesanteur varie inversement avec le carré de la distance au centre (Figure 9). Il est donc
impératif de corriger les différences d’ atitude entre les différents points de mesure, afin de
ramener toutes les lectures a ce qu’ elles seraient sur une surface de référence.

dR,

Figure 9. Correction al’air libre.
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M _, dBra _ pgM. . 29 (26)

R* dR R" R

g=G
AN :
A9ea _ —0.3086mgal/m
dR,

La présence du signe (-) signifie que la correction est gjoutée aux lectures lorsque la station de
mesure est au dessus du plan de référence (géoide, niveau de la mer).

2.2.3. Correction de Bouguer

La correction de Bouguer tient compte de la couche de terrain entre la station et le plan de
référence.

Supposons la station de mesure située au centre d'un tres grand plateau horizontal (Figure 10)
que nous assimilerons, pour les besoins du calcul, a une couronne sphérique de rayon Re ,

d’ épaisseur dR, et de densité p .

St

densite p

L Plan de référence: géoide: miveau de la mer

Figure 10. Principe du calcul de la correction de Bouguer

Caculons|’influence dgg de la masse de cette couronne (il s'agit en fait de la demi-couronne)
sur lamesure de g.

o amy 1(14 3 3
dg, =G R —Gp¥(§§ﬁ(& ~(R-dR) )j (27)
Soit
_ﬂ _i 2 (d&)z
ng—GGpﬁ(fﬂd& dRe(d&) _— J (28)
_ _dR,  (dR)’
ng—ZHGp.d&[l R R J (29)

- 1 . .
En négligeant lestermesen —, il vient :

dg, = 27Gp.dR, (30)
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Clest-a-dire:
dgs
—=B 272G 31
R ©Gp (31)

AN :

dgs

—8 =0.04192p mga/m
dR, L mg

En supposant une densité moyenne de 2.67 pour les roches de la crolte,
dg; =0.112.dR, mgal

La correction de Bouguer est opposée acelleal’air libre: elle est soustraite si 1a station est au
dessus du plan de référence et vice versa.

2.2.4. Correction topographique

Cette correction topographique tient compte des irrégularités de la surface du sol a proximité
de la station (colline s’ élevant au dessus de la station et vallées situées au dessus). Ces formes
de relief agissent dans le méme sens sur les mesures gravimétriques: elles diminuent les
lectures a cause de |'attraction au dessus (colline) et du déficit d attraction au dessous
(vallées). Il en résulte que la correction topographigue s goute toujours a lalecture.

2.2.5. Correction lunisolaire (correction de la dérive instrumentale)

Les instruments de mesure du champ de pesanteur sont tres sensibles si bien qu’ils soient
influencés par les variations de g dues aux mouvements du soleil et de lalune. Théoriquement
on peut calculer cette influence mais dans la pratique on |’ obtient a partir des corrections de la
dérive instrumentale.

Qu’est ce que ladérive instrumentale ?

C'est lefait que des lectures répétées a une méme station ne donnent jamais la méme valeur,
ceci est di essentiellement a la fatigue des ressorts et aussi au transport de |’appareil de
mesure. 1l est donc nécessaire au cours d’ une campagne de mesure du champ de pesanteur de
réoccuper périodiquement certaines stations pour tracer la courbe de dérive de |’ appareil.
L’intervalle de temps maximal entre deux |ectures répétées dépend de la précision recherchée
mais dépasse rarement 2 a 3 heures. Dans ce cas on considére que la dérive instrumentale
varie linéairement avec le temps et on peut ainsi interpoler lavaleur aux points de mesure.

2.2.6. Correction isostatique

Cette correction s impose quand on couvre de grandes zones, si bien que la correction des
effets de densité s'impose, par exemple la densité des fonds océaniques et celle des roches du
continent. A une petite échelle donc, cette correction est tout simplement omise.

2.3. Anomalie de Bouguer

Une fois que toutes les corrections précédentes ont été faites sur les lectures effectuées, nous
obtenons lavaleur de |’ anomalie de Bouguer ala station :

95 = Oons — O +(dg, +0dge, —dgg +dgy ) (32)
Jobs : lecture alastation

O - vaeur théorique de la pesanteur

dg. : correction de latitude
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dgra : correction al’air libre

dgs : correction de Bouguer

dgr : correction topographique

2.4. Densité des roches et des minéraux

Le parameétre significatif en prospection gravimétrique est la variation locale de la densité.
Ceci exige une nonne connaissance de ce facteur. On prendra pour les besoins de ce cours la
valeur moyenne de 2.67, sauf cas particulier. Le tableau suivant donne la valeur moyenne de
ladensité de certains matériavl.

Roche Densité moyenne (g/cm°)
Limons secs 1.6
Limons saturés d’ eau 2
Sables et Graviers secs 18
Sables et Graviers saturés 2.1
Argiles 2.1
Sels et Gypses 2.2
Marnes 2.2
Gres 2.3
Cdcaires et Dolomies 25
Schistes 2.6
Granite 2.7
Gneiss 2.8
Laves 2.9

2.5. Traitement des données de la pesanteur
2.5.1. Généralités

La carte de I’anomalie de Bouguer donne en chague station la différence entre la valeur
corrigée de g relative a la station considérée et a la valeur théorique de g. Les courbes iso-
anomales en gravimétrie sont en général trés lisses et ce a cause des variations |égeres de la
densité.

Probléeme

Soit une masse sphérique de 120 m de diametre dont le sommet est & 60 m de profondeur.
Exactement au dessous, il y a un décrochement vertical de 300 m du socle & une profondeur
de 1500 m (Figure 11). Pour des contrastes egaux de densité, I’ effet de la sphéere n’est que
guelques centiemes de celui de I’ accident du socle. Or, on cherche I’anomalie due ala sphére
alors que celle-ci est masguée par I’anomalie due au décrochement du socle. On doit donc
éliminer I’anomalie due au socle (I’ anomalie non désirée).
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Effet de la structure profonde
el de la sphere

A
.*-Hggfg" \ Effet de la strueture profonde

d=120m

0= 1500 m

Figure 11. Effet des structures profondes et superficielles

Les structures profondes et éendues prédominent sur une carte ou profil gravimétrique au
point de rendre la reconnaissance de celles qui sont plus petites ou moins profondes est
difficile.

2.5.2. Anomalies régionale et résiduelle

Les anomalies intéressantes sont le plus souvent masquées par |'effet des structures
profondes. il faut alors procéder al'éimination de la régionale. Nous utiliserons pour cela une
méthode graphique toute simple. D’ autres méthodes plus é aborées seront étudiées en 3°™ de
Licence.

Méthode de lissage
On va se contenter simplement de déterminer larésiduelle dans le cas du profil (Figure 12).

h

mga!"

Pente régionale

] ]
M 6 ‘LS 10 12 14 m

La résiduelle

Figure 12. Anomaliesrégionale et résiduelle

Le profil présente deux anomalies. La résiduelle s obtient en soustrayant les courbes lissées
(en pointill€) des courbes initiales.
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2.6. Effets de formes simples

Cen'est qu’ apres avoir mis en évidence larésiduelle que I’ interprétation géophysique, ¢’ est-
a-dire la comparaison des anomalies avec celles de quel ques formes simples, peut étre
entreprise.

2.6.1. Sphere

Soit une sphere de densité p, et de rayon a, située a une profondeur z de la surface du sol et
encai ssée dans un terrain de densité p; (Figure 13). On se propose de déterminer I’ effet de la
sphére alasurface.

L’ attraction due ala sphere au point P est dirigée suivant r.

M
gr =G r_z (33)

La composante verticale est donnée par :
Mz 4zGpa®  z
— =

g=g, cos6 = 5 (34)
r 3 2, 2\
(x vz )2
Soit :
47 G a
g="7 —"— (35)
2 x* |2
Y4 1+?
4nG pa’
== 36
O =5 (30)
mgal

o= 0'2 - (51
Figure 13. Effet gravifique d’ une sphére

On peut tirer z de la courbe principale en fonction de la demi-largeur ( x;,,) correspondant ala

moitié de la valeur maximale de g, soit g% (Figure 13).

z=1.3x,, (37)
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On peut calculer aussi M. Pour celaon résout I’ équation :

1 max G—M3 (38)
2 2\,
) X
z (1+2j
z
Pour ce casdefigure: z=1.3.x,,.
1 GM
E gmax = 3 (39)
13,7 10|
/2 1.7)(1/22
1 GM
E Ornax = 3 (40)
2 1)
1.7x,, (1+ j
G (4Y)
2 2
1.7%,,” (1.58)2
1 GM 1
S =75 3542
2 1.7x,,” 2
1'7)(1/229max =GM (43)
Soit
2
M :1'7)(1/2 gmax (44)
G
2
6.67x10
M =0.2548x10%x x,,,” x g, (grammes) (46)
Soit en tonnes:
M =25.5xX,,” x g, (tonnes) (47)

La forme sphérique est trés commode pour une premiére approximation des anomalies a 3
dimensions lorsqu’ elles sont symeétriques.

2.6.2. Cylindre épais vertical

L’ attraction en un point situé en dehors de |’axe n'est pas facile a calculer, sauf lorsgue le
cylindre est infini. Par contre le calcul est aisé lorsgu’il s agit de calculer I’ attraction en un
point deI’axe du cylindre. (Le calcul est afaire par les étudiants).

2.6.3. Calcul del’ excés de masse
Soit lasurface, ¥ =H + 7(z=0) (Figure 14), ou H est |la demi-sphere de rayon R et le plan de
référence 7(z=0).
Caculons le flux du champ gravifique di alamasse M atraversla surface fermeée X.
H r.dS=4zGM (48)

z
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H ", dxdy +”1:H§ =47 GM (49)
H

7(2=0)

Le rayon étant quelconque, nous le prenons aussi suffisasmment grand pour que M puisse étre
considéré comme une masse ponctuelle et x=R. Pour le plan de référence, T', peut étre

remplacé par I’anomalie résiduelle.

Plan:z =0

Figure 14. Calcul de |’ exces de masse

j j rds= % j j rds= % GR'\f 47 R? = 27GM (50)
H Shere

Il S ensuit alorsque:
j T dxdy = 27GM (51)
7(2=0)

Par conséquent :

: TTFn(x,y)dxdy (52)

—00 —00

M=—r

2rG
En pratique la masse M est obtenue en décomposant la zone éudiée en ééments de taille
convenable, en estimant |a résiduelle moyenne pour chague élément et calculer la somme de
tous les produits éémentaires de la résiduelle moyenne par la surface de I'éément
correspondant et ensuite en divisant |la somme obtenue par 27G.
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Chapitre4
CHAMP MAGNETIQUE ET MAGNETISME TERRESTRE

1. Introduction

1.1. Apercu historique

Deés |’ antiquité, Thalés (625 av JC—546av JC) évoqua l’idée de I’ existence d’ un minerai noir
appel ée magnétite contre lequel collaient les clous des chaussures des bergers, aux aentours
de la locdité de Magnésie en Asie mineure (Turquie actuelle). Plus tard, on identifia
chimiquement cette magnétite puisgu’ il s'agissait en fait d’un oxyde defer, le Fe;O,.

Depuis le dixiéme siecle de notre ére, les Chinois constaterent |a particularité des aiguilles
aimantées a s orienter plus ou moins dans la direction du Nord Géographique (il s agit en fait
du Nord magnétique) et s'en servirent pour la construction de leurs villes. La boussole fut
inventée. Le podle de la boussole pointant vers le Nord Géographique, porta depuis le nom de
pb6le Nord et son opposé celui de pdle Sud.

Neuf siecles plus tard, en 1820, Oersted, physicien Danois mit en évidence |’action d un
courant électrique sur une aiguille aimantée, ce qui donna naissance a une nouvelle branche
de la physique, I’ électromagnétisme.

Toujours en 1820 les savants Francais Biot et Savart exprimerent la force, engendrée par un
fil conducteur parcouru par un courant électrique, agissant sur le pdle d’un aimant. Toujours a
la méme époque, Ampere formula la force exercée par un aimant sur un fil conducteur
parcouru par un courant électrique (I’inverse de laloi de Biot et Savart).

1.2. Propriétés des aimants

=> Les propriétés d’ un aimant se manifestent a ses extrémités, appelés les pbles. On distingue
le pdle Nord et le pble Sud (Figure 1)

Bl s

Figure 1. P6les Nord et Sud d’un barreau aimanté et d’un aimant en U.

=> Les deux pbles d'un aimant coexistent ensemble. Il est impossible de les séparer. Si on
casse un aimant on assistera a la création de deux autres aimants avec deux poéles chacun et
ains de suite. Cette propriété (possession de deux poles) souligne en fait la différence entre le
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champ magnétique et le champ éectrostatique, ou une seule charge est en mesure de créer
elle-méme son propre champ.

1.3. Qu’ est ce que le champ magnétique ?

Un aimant ou un conducteur parcouru par un courant électrique crée autour de lui un champ
magnétique : c'est la région de I'espace ou en chacun de ses points, le pble d’une aiguille
aimantée se trouve soumis a une force pouvant étre attractive ou répulsive. Le champ

magnétique ressemble en ce sens au champ dectrique et les deux difféerent du champ de
pesanteur qui N’ engendre que des forces d’ attraction.

=>» Topologie du champ magnétique

Le champ magnétique B ales propriétés d’ un vecteur et est tangent aux lignes de champ. On
peut déterminer |’équation des lignes de champs en résolvant le systeme d’équations

différentielles résultant de la relation vectorielle (comme en dectrostatique) : B A dl =0
Les lignes de champ sortent du pdle Nord et entrent par le pble Sud (Figure 2)

L’ unité du champ magnétique dans le systeme MKSA est le Tesla. On utilise aussi d autres
unités telles que le Gauss ou le nanoTesla: 1 Gauss=10"* Tesla; 1nT =10"°Teda.

B

Figure 2. Lignes du champ magnétique
2. Lesrésultats fondamentaux de la magnétostatique
2.1. Action d un champ magnétique sur une particule chargée.

L’ éude du mouvement d’ une particule chargée g, animée d une vitesse V , dans un champ

magnétique B, montre que latrajectoire est un cercle. Lorentz, alafin du 19°™ siécle, donna
laforce alaquelle est soumise la particule chargée :

F-aV B &

Plus généralement, si en plus du champ magnétique B régne aussi un champ é ectrostatique
E, laforcedeLorentz s exprime par :

F=q(E+V AB) 2
Nouvelle définition du champ magnétique :

Le champ magnétique est la région de I’ espace ou une particule chargée q et animée de la
vitesse V , se trouve soumise & laforce de Lorentz réduite (en I’ absence du champ éectrique).
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CaractéristiquesdelaforcedelLorentz:

— Ladirection est perpendiculaire au plan contenant V e B.

— Le sens est celui du vecteur V A B, obtenu par la régle de la main droite, si la charge est
positive (Figure 4). Dans le cas d’ une charge négative, le sens de la force de Lorentz est le

contraire de celui du vecteur V A B.
Dans le cas d’ une charge positive V, B et F forment un triédre direct.

A
F

—>
B

l_)_’

q->0 ¥

Figure 4. Sens de laforce de Lorentz

On utilise aussi la régle du bonhomme d’ Ampére pour déterminer le sens de la force de
Lorentz, mais on la gardera pour la détermination de laforce de Laplace.

— L’intensité de cette force est donnée par : F = qVB|si nV, §)| .
2.2. Action d’ un champ magnétique sur un conducteur filiforme.

Soit un conducteur parcouru par un courant | et placé dans un champ magnétique B. Le
conducteur est constitué d’'un type de porteurs ¢ (des électrons dans le cas d un conducteur

métallique) animés d’ une vitesse o ensemble V et il y a n porteurs par unité de volume du

conducteur. Appliquons la formule de Lorentz & un éément di du conducteur, de volume
élémentaire dr .

dF =nqdz(V A B) (3)
En introduisant le vecteur densité de courant j , nous obtenons :
dF = id‘r AB 4

Casd’un conducteur filiforme (diamétre négligeable)

(ll '
av

S

Figure 3. Formule de Laplace : cas d’ un conducteur filiforme
j, dS, di sont colinéaires. En remarquant que dz =dS.dl et en remplacant dans (4) :
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dF = (jdSd)AB (5)
Or j.dS=1, par conséquent :
dF =1.(dl) A B) (6)
C'est laformule de Laplace.
Caractéristiquesdelaforcede Laplace:
— Laforce de Laplace est perpendiculaire au plan formé I’élément de courant | di considéré

et le champ magnétique B .
— Le sens de cette force est donné par larégle de lamain droite et du bonhomme d’ Ampeére.

Regledela main droite:

Les vecteurs Idi, B et F forment un triédre direct : On raméne le vecteur |1di vers le

vecteur B, le pouce indiquera alors le sens de F (précaution : le vecteur Idl est en solidaire
avec lapaume de lamain et son sens est dirigé vers le bout des doigts)

Regle du bonhomme d’ Ampére:

Le bonhomme d’ Ampére, parcouru par le courant des pieds a la téte, en regardant le vecteur
B, alaforce asagauche (Figure 4).

F®

Figure 4. Bonhomme d’ Ampeére indiquant e sens de laforce de Laplace
2.3. Action d un champ magnétique sur un circuit fermé

On considére un circuit rectangulaire de longueur BC =1 et de largeur DC = a, parcouru par
un courant éectrique continu d’intensité | et pouvant tourner autour d'un axe vertica

zz ' (Figure 5). Ce circuit est placé dans un champ magnétique B uniforme faisant un angle 6
avec lanormale au circuit n (les deux vecteurs sont situés dans le plan horizontal).

Rappel

On appelle moment 91 o une force F appliquée en A, par rapport & un point O, le vecteur
donné par :

MF 0 =OAAF 7)
On s'intéresse aux forces agissant sur ce circuit.
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Figure 5. Circuit parcouru par un courant continu et placé dans un champ magnétique B

Le coté CB est soumis auneforce F1=1CB AB  appliquée en Q. Le coté AD est soumis lui
alaforce F2 =1AD A B. Ces deux forces sont opposées et égales en intensité : *

F]|=[F2|=n8 ®

Les cotés AB et DC sont soumis respectivement aux forces F,=| BAAB et F, =1 DC AB .
Ces deux forces sont portées par I’axe zz ', opposées et de méme intensite.

La somme de ces 4 forces prises deux a deux est nulle mais leur effet sur le mouvement du
circuit n'est pas le méme. En effet les forces F, et F, n'ont aucun effet sur le circuit car

toutes deux sont portées par I’axe zz', aors que les forces F1 et Fj sont capables de le

mettre en mouvement de rotation car ne sont pas portées par I’ axe de rotation. Elles forment
un couple.

Examinons maintenant le moment de ces forces prises individuellement.
MF,, =0QAF
_OM AE,
_ONAF,

th:%/O
On voit aisément que les moments des forces F, et F, sont nulscar F3||OM et F4||ON

MF,

4/0

Le moment du couple de force (El, EZ) est la somme des moments des forces qui le forment.
Nous écrirons :

M(F,F,)o=F=0QAF +OPAF, 9)
Or F, =—F, , Iexpression du moment du couple s écriraalors:
I=OQAF,-OPAF,=PQAF, (10)
En remplagant F, (F1=1CB AB ) Le moment du couple s écrira:
fzﬁé/\ﬁzﬁé/\(léé/\ﬁ) (11)
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En utilisant la regle de calcul du produit vectoriel d’un vecteur par le produit vectoriel de
deux autres vecteurs, |’ équation ci-dessus s écrit :

f:ﬁéA(lééAE)z | (E(SE).E'B'—l (E(S.EB)E (12)
PQ L CB, et en écrivant CB =1k , I’ équation (12) devient :
1::II(E@E)RzIIPQBCOS(%—O)R:IIaBSinBR (13)

Sachant que S=1a, I’équation (13) devient :
I =1Bsindk (14)
Introduisons lagrandeur M = ISn, I’ équation (13) donnant le moment du couple sera:
[ =IBsindk=1SnAB=M A B (15)

Lagrandeur M = ISn est le moment magnétique de la spire et s exprime (I’ unité de mesure)
en ampére métre carré (A.m? ). 11 traduit la capacité du circuit, parcouru par le courant & créer
un couple de forces (a lier aussi avec I’ énergie potentielle magnétique). C’est une quantité
vectorielle portée par le vecteur normale alaspire.

Dans le cas d'un circuit formé de N spires de surface S, parcouru par un courant continu |, le
moment magnétique est donné par :

M =NISn (16)
Ladirection et sens du moment magnétique sont donnés par |e pouce de la main droite en
ramenant les autres doigts, orientés dans le sens du courant, vers la paume (Figure 6).

%
—> A M
M

I I

Figure 6. Moment magnétique d’' une spire parcourue par un courant |

De méme, un aimant est caractérisé par un moment magnétique M orienté du Pdle Sud au
P6le Nord (Figure 7). Placé dans un champ magnétique, I’ aiguille aimantée ou le barreau
aimanté est soumis au couple donné par :

_ =

=M AB (17)

M
— 5

Figure 7. Moment magnétique d’ un barreau aimanté
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2.4. Champ magnétique crée par un courant

Nous avons vu au paragraphe précédent I’ action subie par un conducteur parcouru par un
courant éectrigue et placé dans un champ magnétique. C'est la force de Laplace. Maintenant
on va rechercher le champ magnétique engendré par un conducteur parcouru par un courant
électrigue continu.

2.4.1. Loi deBiot et Savart

Soit un circuit fermé de forme quelcongue et parcouru par un courant éectrique continu. On
sait d aprés I'expérience d Oersted que ce conducteur crée un champ magnétique dans
I’ espace avoisinant. Chagque éément de ce conducteur, centré autour du point P, crée en un
point M de |’ espace, un champ magnétique élémentaire (Figure 7) donné par :

= M ldl APM
B="———
47 PM

C'est laloi de Biot et Savart (physiciens Francais).
U, est lapermeabilité magnétique du vide, S exprime dans le systéme MKSA en henry par

(18)

métre (H/m). Savaleur dans ce systéme est : u, = 47.107"H/m

Figure 8. Champ magnétique é émentaire créé par un élément de circuit
Le champ é émentaire est perpendiculaire au plan formé par dl et u.

Dans le cas d'un conducteur rectiligne de longueur infinie et parcouru par un courant
électrique d'intensité |, le champ magnétique B créé en un point M situé a la distance r du
conducteur présente | es caractéristiques suivantes :

=>» Ladirection est celle des tangentes en tous points du cercle centré sur le conducteur. Le
cercle constitue naturellement une ligne de champ. On en déduit finalement que les lignes de
champs sont des concentriques ayant pour axe le conducteur de longueur infinie.

=>Le sens est donné par la regle du bonhomme d’ Ampere (Figure 9) :"lorsque celui-ci est
traversé des pieds a la téte par le courant, voit au point considéré le champ magnétique a sa
gauche", ou larégle destrois doigts de lamain droite.

=> L’intensité du champ magnétique est donnée par : B = %I—
Tr
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Figure 9. Bonhomme d’ Ampere et sens du champ magnétique.
2.4.2. Action mutuelle de deux conducteurs filiformes parallél es parcourus par un courant |

Soient deux conducteurs électriques filiformes rectilignes, paralleles, de longueur infinie et
distants I’un de I’autre de r. On va s'intéresser aux forces que s exercent mutuellement les 2
conducteurs. Pour cela on va calculer laforce exercée par le conducteur (1) sur un élément du
conducteur (2) detaille MN =1 . 2 cas se présentent:

=>» Lesdeux courants ont le méme sens (Figure 10)

(1) (2)

r
NSFT = ¢N
—B)'_w_ @ F: i‘ @ﬁl
.O' = 0
M'e +M
A A
[, 12

Figure 10. Conducteurs parcourus par deux courants de méme sens

Le conducteur parcouru par le courant |, crée en O milieu de MN un champ magnétique B
perpendiculaire au plan et pointant vers|’ arriére. Sont intensité est donnée par laloi de Biot et
Savart, soit :
Mo |y
— 101 19

Bi=o 7 (19)
Cechamp Buexerce sur le troncon MN une force El (laforce de Laplace) dont le sens est
donné par laloi du bonhomme d’ Ampére ou celle des doigts de la main droite et dont
I"intensité est :

F =Bl (20)
Soit en remplacant (19) dans (20) :
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= luO
1 2r 1°2 ( )

De facon similaire, le champ magnétique B crééen O’ par le courant |, est donne par :

Mo 1,
B =X0_2 22
Sale . (22)

Laforce de Laplace exercée au milieu du trongon M’ N’ par e champ magnétique B: est
donnée par :

F, =B, (23)
Que I’ on peut écrire en portant (22) dans (23) :
Ho
F,=—>1L,1] 24
2 27_“, 2°1 ( )

L’ interaction entre deux conducteurs filiformes parcourus par deux coutants de méme sens se
traduit par une attraction (Les forces sont égales en intensité et de sens opposes).

=>» Lesdeux courants sont de sens opposes (Figure 11)

r
NYE BN
== 3 —>
Fet® o L7
o 0
M'e¢ +M

A 4

Figure 11. Conducteurs filiformes parcourus par deux courants de sens opposes

Dans ce cas de figure les deux courants engendrent, contrairement au cas précédent, une
répulsion (refaire les calculs atitre d exercice).

2.4.3. Champ magnétique créé par une spire circulaire en un point de son axe
Soit une spire circulaire parcourue par un courant éectrique continu d’'intensité I. On se
propose de calculer le champ magnétique créé par cette spite en un point M de son axe

(Figure 12). On applique la loi de Biot et Savart pour chague éément de circuit di . On peut
remarguer que les composantes horizontales du champ magnétique s annulent deux a deux en
raison de la symétrie du probléme (Ile module du champ de réduit sa composante suivant
I”axe). En poursuivant les calculs on obtient alafin :
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2
gt R, (25)

Figure 12. Champ magnétique créé par une spire circulaire en un point de son axe
Si ladimension de la spire est tres petite par rapport a la distance r, on parle alors de dipble
magnétique. L’ équation (25) s écrit dors:

B, = %LS | (26)
(R2 +7 )2

OU M = zR? indique le moment magnétique de laspire
2.5. Théoreme d Ampeére
2.5.1. Vecteur excitation magnétique
Le vecteur excitation magnétique H est défini par :

B=uH (27)
u étant la perméabilité magnétique du milieu et B le champ magnétique.
Dans le vide nous avons :

B=u,H (28)
Remarque:
Dans certains livres, notamrrLent de géophysique, on peut rencontrer des appellations
différentes. Ainsi appelle-t-on H champ magnétique et B induction magnétique.
2.5.2. Enonceé du théoréme d’ Ampere.

Lacirculation du vecteur excitation magnétique H , le long d’un contour fermé C, est égale &
la somme algébrique des courants se trouvant al’ intérieur du contour C.

Soit :
¢ Hd =31, (29)
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2.5.3. Application du théoréme d’ Ampere
=» Cas d un conducteur filiforme de longueur infinie

Soit un conducteur filiforme rectiligne de longueur infinie et parcouru par un courant
électrigque continue d’intensité | (Figure 13). Dans ce cas de figure les lignes de champ sont
des cercles concentriques axés sur lefil.

Figure 13. Théoréme d’ Ampeére : cas d’ un conducteur filiforme infini

B e champ magnétique engendré par le courant traversant le conducteur filiforme peut étre
calculé directement en utilisant la loi de Biot et Savart et en intégrant. L’intensité du champ

I
danscecasest:B = pu,—

2rr
B En utilisant le théoreme d’ Ampere
En effet :
—— 1 —— 1
gﬁche Hdi==¢ Bd=—B2rr=I (30)
Ho Ho

On retrouve le résultat du calcul direct.

Le théoreme d' Ampére est en éectromagnétisme ce quest le théoréme de Gauss en
électrostatique.

=>» Cas d'un solénoide de longueur infinie

Un solénoide est constitué par |’ enroulement d’un fil conducteur de maniére a ce que chague
tour du fil constitue une spire de rayon R. Parcouru par un courant éectrique continu, le

solénoide devient le siége d un champ magnétique B , uniforme dans le cas ot | e solénoide est
de longueur infinie (Figure 14).

A B

M N

VWYY VYV Y

SOOTOOOOOODD

Figure 14. Solénoide a spires jointives
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On se propose de calculer le champ magnétique créé au sein d’ un solénoide a spire jointives
et de longueur infinie. Pour ce faire on va utiliser I’outil puissant qu'est le théoreme
d Ampere.

W Calcul de H al’extérieur du solénoide

Pour celaon choisit le contour ABCD et on applique |le théoreme d’ Ampeére.

— — N — — — — — —— — —

95 Hd =1, & HDC+HCB+H.BA+H.AD=0 (31)
ABCD i=1

La circulation de H le long de CB et AD est nulle du fait que I’excitation magnétique est

perpendiculaire & ces deux cotés. On retrouve finalement que le vecteur H est le méme en
tout point de I’ espace (un champ uniforme). En supposant le champ magnétique nul al’infini,

donc, aussi le vecteur excitation magnétique, on en déduit, que le vecteur H ainsi que le
champ magnétique B sont nuls au dehors du solénoide.

W Calcul de H al’intérieur du solénoide
On va prendre maintenant le contour QPMN et on applique le théoréme d’ Ampére.

gSﬁﬁ: |, < HMN+H.NP+H.PQ+HQM =Nl (32)

MNPQ i=1
Avec Ng lenombre de spiresal’intérieur du contour MNPQ.

La circulation de H le long de NP et QM est nulle du fait que I’ excitation magnétique est

perpendiculaire & ces deux cotés. Elle est aussi nulle le long de MN car le vecteur H est nul &
I’ extérieur du solénoide. On retrouve finalement :

H.PQ= N, (33)
L’ excitation al’intérieur du solénoide est égale a:
H=Ns|_p (34)
PQ

Avec N le nombre de spire par unité de longueur de solénoide. Le champ magnétique a
I"intérieur du solénoide est par conséquent égal a

B = u,nl (35)
2.6. Flux magnétique
Le flux du champ magnétique B atraversune surface S, est donné par :

O = j jsﬁ.aé (36)

L’ unité du flux magnétique dans |le systéme MK SA est le weber (Wb). Le champ magnétique
dont I'unité est le Tesla (T) S exprime aussi en weber/mz2.

Un résultat tres important :
Le flux magnétique atravers une surface fermeée est toujours nul.

@:jjsﬁ.?szo (37)
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3. Le Géomagnétisme

Le géomagnétisme se propose d’ étudier le champ magnétique terrestre. Dans cette optique,
trois grandes thématiques peuvent étre distinguées :

B En physique du globe, I’ é&ude du champ magnétique terrestre sur des périodes temporelles
trés importantes permet de préciser les composantes externes du champ magnétique
(magnétosphere et ionosphere) et les composantes internes (circulation dans le noyau
terrestre, composantes mantellique et lithosphérique).

B En géodynamique, ou |’'étude des variations du champ magnétique au fil des temps
géologiques (le paléomagnétisme) permet de reconstituer les mouvements des plagues. Un
autre aspect abordé aussi est la reconstitution de I’ histoire magnétique a |’ échelle humaine
(I'archéomagnétisme).

B En prospection géophysique, ou I’objectif est I'éude des anomalies magnétique et leur
interprétation a une échelle plus restreinte.

3.1. Grandeurs physiques et unités

En géomagnétisme on utilise une terminologie |égerement différente. Par exemple, on parle
du vecteur champ de force magnétique pour désigner le vecteur excitation magnétique, H ,
de I'équation B=uH , aors que le vecteur champ magnétique B est appelé vecteur
induction magnétique.

Les unités

Dansle systeme I nternational :

= Lechamp H s exprime en Ampére par métre (A.m™). Pour savoir pourquoi se référer a
I’ énoncé du théoreme d’ Ampeére, éq : 29.

= Le champ magnétique B s exprime en Tesla (une unité trés grande on lui préfére le nano
Tesla (1 nanoTestal =10°° Tesla) ou en volt-seconde par métre carré (V.s.m?). Pour S en
rendre compte on se réfere a I’ expression de la loi de Biot et Savart, €q:18, a I’ éguation de
dimension de la self-induction et a I'unité de la perméabilité magnétique. Le champ
magnétique s exprime aussi en Weber par métre carré (Wb.m™). Pour cela voir I’ expression
du flux magnétique, éq :37. La derniére unité permet de voir que le champ magnétique est en
fait une densité du flux magnétique.

=> Laperméabilité magnétique u S exprime en Henry par métre (H.m™) ou en Ohm-seconde
par métre (Q.s.m™). On raisonnera de la méme fagon que précédemment. La perméabilité
magnétique du vide est 1,. On assimile la permeabilité absolue de I'air a celle du vide. La

valeur de la perméabilité magnétique du vide est égale a 47.10" Hm ' =47.10'Q.s.m™

=> La perméabilité relative dans un milieu autre que le vide est donnée par : p =, u,. En

reprenant la relation reliant le champ magnétique au vecteur excitation magnétique on peut
mettre en évidence |’ existence d' un parameétre sans dimension tres important en prospection
géomagnétique : la susceptibilité magnétique notée y,, . En effet :

§=ﬂﬁ=uruoﬁzuoﬁ+ﬂo(ﬂr _1)ﬁ=,uoﬁ+/lo%mﬁ (38)
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m=H,~1 (39)
Danslevide u, =1 et y,, =0.
L a susceptibilité magnétique peut étre négative.
I nterprétation :
L’ équation (38), nous renseigne que, dans un milieu autre que le vide, le champ magnétique

créé en un point est lasomme de deux composante :
— Une premiére composante ﬂoﬁ , correspondant au champ magnétique crée dans le vide.

_—

— Une deuxieme composante ,y,,H , qui correspondant au surplus magnétique da a la
susceptibilité magnétique du milieu.
C'est cette deuxieme composante a laquelle on s'intéresse en magnétomeétrie. En effet les

variations de la susceptibilité magnétique renseignent sur les anomalies recherchées, telles
que celles des minéralisations ou des structures geol ogiques.

Remarque:

C'est la présence d'un champ de force magnétique (excitation) inducteur qui est a I’ origine
d un champ magnétique induit. En géomagnétique, le champ de force magnétique inducteur
ou le champ magnétique inducteur est celui de la terre. Le champ magnétique induit est celui
créé grace a la présence de matériaux doués d’'une susceptibilité magnétique (ce qu’'on
cherche).

=> Intensité de magnétisation (ou d’ aimantation)

L’ intensité de magnétisation est une grandeur vectorielle définie par :

J=y.H (40)

m

Le vecteur intensité de magnétisation (d’ aimantation) est porté par le vecteur champ de force
magnétique et a la méme unité que celui-ci (A.m™) (la susceptibilité magnétique étant
adimensionnelle).

La projection de I’éguation (38) sur les axes de coordonnées, et en tenant compte de
I’ éguation (40) donnera:

B, = 1o (H,+3,)
B, = 1 (H, +7,) (41)
B, =u,(H,+7,)
= Moment magnétique
Le moment magnétique d un corps de volume V, aimanté uniformément est donné par :
M=VJ (42)

Le moment magnétique ala méme direction que le vecteur champ de force magnétique H , au
méme titre que le vecteur intensité de magnétisation. Son sens est dirigé du pble Nord au pdle

Sud. L’ unité du moment magnétique est I’ Ampére par métre carré (A /m?).

3.2. Cycle d hystérésis
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Nous avons suppose que larelation liant le champ d’induction magnétique au champ de force
magnétique est linéaire. L’ éude de la relation liant ces deux champs révele, en fait, un
comportement complexe dans le cas les matériaux ferromagnétiques.

L’ expérience

On considere un solénoide parcouru par un courant éectrique continu et a I’intérieur duquel
on place un barreau de fer. Le passage du courant électrique dans la bobine crée un champ
magnétique ressenti par la déviation d une aiguille magnétique. Cette déviation est plus
prononcée lorsqu’on introduit un barreau de fer a I’intérieur du solénoide. L’ expérience
consiste & suivre la variation du champ d'induction magnétique B au sein du barreau de Fer,
initialement désaimanté, en fonction du champ de force magnétique H qui & son tour, varie

en fonction de I'intensité du courant éectrique. En représentant graphiquement ces variations
on obtient la courbe d hystérésis (Figure 14).

B A
= 1 OoC =0C'
OR = OR!'

CI 3
>
O/C q
2
RI

Figure 14. Courbe d’ hystérésis

Dans la premiére partie de la courbe, le chemin (1), on peut voir que B augmente avec H
jusqu’a une certaine limite ou la courbe commence a s aplanir par suite de la saturation. Si
I’on fait décroitre H, le champ magnétique décroit en suivant le chemin (2). On observe aussi
qu'en I'absence de tout champ extérieur H, le champ d'induction magnétique garde une
valeur non nulle. Le barreau de Fer, initialement désaimanté, a donc acquis une aimantation
propre : ¢’ est I’aimantation rémanente (le point R).

Si on inverse le champ H (en inversant le sens du courant), on peut voir que le champ
magnétique s annule pour une certaine valeur négative de H que I’ on appelle champ coercitif
(le point C'). En continuant d’augmenter le champ H (en valeur absolue, en empruntant le
chemin 2), le champ B croit jusqu’a une autre limite, lorsgue la saturation est atteinte. En
diminuant progressivement le champ extérieur H, le champ magnétique décroit mais en
évoluant suivant le chemin (3) de la courbe. En continuant jusqu’au point R’, on peut voir, la
auss, que le barreau de Fer garde une aimantation en |’absence du champ de force
magnétique extérieur (I’aimantation rémanente). En inversant, encore une fois, le champ
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extérieur H, le champ d’induction magnétique B s’ annule pour une certaine valeur de H (le
champ coercitif correspondant au point C).

Les valeurs de H aux points C et C' correspondent au champ coercitif qu’il faut appliquer a
I” échantillon pour I’ @dimination de I’ aimantation rémanente acquiseen R et R'.

3.3. Repeéres et éments du champ magnétique

La description du champ géomagnétique se fait en utilisant deux types de reperes: le repere
géocentrique et le repeére local.

W Le repére géocentrique est un repere sphérique, dont I’ origine est située au centre de la
terre. Dans ce repére chague point est défini par une distance (la distance du point considéré a
I”origine) et deux angles : lalongitude et lalatitude (voir chapitre 1).

W Le repére loca est un repére cartésien centré sur le point P ou I’ on veut définit le champ
géomagnétique. Par convention, cerepére (O, X, Y, z) est défini de lamaniére suivante :

— L"axe horizontal des X est dirigé vers le Nord géographique

— L’axe horizontal desy est dirigé vers|’Est

— L’axe vertical des z est dirigé vers le bas (le centre de laterre)

Les éléments du champ géomagnétique

=>» Les éléments du champ géomagnétique

Dans le repére local, le champ magnétique est décrit par ses composantes sur les axes de
coordonneées et aussi par la donnée de deux mesures angulaires (Figure 15) :

Nord
x 3
D “H
(P) " Est
0 5 >

L 41

2 I — I

Bas

\
Wy

Figure 15. Description du champ magnétique dans un repére local

— B est le vecteur champ magnétique de module B, exprimé en Teda (T), mais
fréqguemment en nano-Tedla (nT)

— H est la projection du vecteur B sur le plan horizontal (x, y). C'est la composante
horizontale du champ magnétique et s exprime aussi en nT

— L’angle D indique la déclinaison magnétique. Celle-ci représente la mesure de I’angle
que fait la composante horizontale du champ magnétique avec le Nord géographique dans le
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plan horizontal : D = (&ﬁ) . Par convention, cet angle est compté positivement dans le sens

des aiguilles d’une montre et négativement dans |’ autre sens. Si le champ magnétique pointe
vers I'Est, adlors D=90°. S le champ magnéique pointe vers |'Ouest aors
D =-90° ou D =270°. Lorsque le champ magnétique pointe vers le Sud, la déclinaison
vaudra D =180°, ou D =-180°. Lorsgue le champ pointe versle Nord alors D =0°.

— L’angle | indique I'inclinaison magnétique. Celle-ci exprime la mesure de |’angle de la

composante horizontale du champ magnétique et le vecteur champ magnétique: | = (ﬁ,ﬁ) .

Par convention, I'inclinaison est comptée positivement vers le bas et négativement vers le
haut. Si le champ magnétique est horizontal, alors | =0°. Dans |'hémisphere Nord
I"inclinaison du champ magnétique terrestre est positive, tandis qu'elle est négative dans
I” hémisphére Sud.

Les relations entre toutes ces grandeurs et donnant les composantes cartésiennes du champ
magnétique terrestre s expriment de la maniére suivante :

X =B, =H.cosD = B.cosD.cosl|
Y =B, =H.snD=B.sinD.cosl (43)
Z=B,=B.sinl

3.4. Nature et variabilité du champ magnétique terrestre
3.4.1. Hypotheses et Constations
Le champ magnétique terrestre se compose de 3 parties :

=>» Le champ principa d’ origine interne, revétant le caractére d’ une aimantation permanente,
et imputée aux courants électriques circulant dans le noyau externe (la partie du noyau dont
les rayons sont compris entre 1300 Km et 3500 Km). On pense également que la source
magnétique est de type dynamo auto-excitée, dans laquelle un fluide de haute conductibilité,
provenant de variations chimiques ou thermiques, circule avec un mouvement meécanique
complexe. L’ association du courant et du mouvement crée le champ magnétique.

= Le champ externe, tres petit devant le champ principa (1% environ du champ
géomagnétique) a par contre une origine située hors de la Terre. L’origine est en effet
associ ée a des courants él ectriques situés dans les couches ionisées de la haute atmosphere.

=>» Les anomalies magnétiques locales qui sont des variations du champ principal, souvent
plus petites que celui-ci, trouvent leur origine dans les variations de la teneur en minéraux
magnétiques des roches de la crolte terrestre au voisinage de la surface.

3.4.2. Variabilité du champ magnétique terrestre

Le champ magnétique est loin d’ étre constant, du fait de la variation méme des composantes
de ce champ gue nous avons énumérées précédemment.

=>» Variations du champ principal (permanent)

Ce sont les variations séculaires. En effet, des enregistrements des différents ééments du
champ magnétique, notamment la déclinaison et I'inclinaison, faits aux observatoires de
Londres et de Paris depuis 1580, laissent apparaitre une variation de 10° de I’inclinaison (de
75° a 65°) et une variation de la déclinaison de 35° (de 10°E a 25°E, puis 10°W) de cette
épogue a nos jours. La variation de la déclinaison semble étre cyclique comme si les pbles
magnétiques sont animés d’'un mouvement de rotation autour de |I’axe N-S des poles
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géographiques. Cependant des enregistrements faits dans d’ autres localités sont complétement
différents. Dans tous les cas on pense que |'origine de ces variations est liée a des
modifications dans les courants de convection du noyau, dans le couplage noyau-manteau et
danslarotation delaTerre.

=>» Variations du champ magnétique externe

Ces variations sont beaucoup plus rapides que celles du champ magnétique principal. On
observe a cet effet :

— Uncyclede 11 ans en liaison avec |’ activité des taches solaires

— Une variation diurne solaire, d’une période de 24 heures et de 30 NT d amplitude. Cette
variation change avec la latitude et les saisons et semble associée aux interactions soleil-
ionospheére.

— Une variation diurne lunaire, d’une période de 25 jours et de 2 nT d amplitude. Cette
variation change de facon cyclique au cours du mois et probablement liée al’interaction lune-
ionosphere.

— Les orages magnétiques qui sont des perturbations magnétiques transitoires dont
I”amplitude peut atteindre 1000 nT indépendamment de la latitude. Ces variations sont aussi
périodiques et surviennent tous les 27 jours. Pendant les orages magnétiques qui peuvent
durer plusieurs jours, les communications radio par ondes longues sont tres perturbées et la
prospection magnétique impossible.

=>» Les variations du champ magnétique principa (anomalies magnétiques) dues aux teneurs
en matériaux magnétiques sont relativement constantes dans le temps. Ces anomalies
constituent des indicateurs recherchés en prospection magnétique.

Excepté les orages magnétiques, les autres variations du champ magnétique n’ont pas une
signification importante sur la prospection magnétique. Les variations de latitude
(4-5nT/Km) ne nécessitent pas de correction sue le terrain sauf quand il s'agit d’ une grande

étendue.
3.5. Magnétisme des roches et des minéraux

La présence d’'un champ magnétique externe (le champ magnétique terrestre) induit la
création d’ un champ magnétique induit dont I’ intensité dépend de la perméabilité magnétique,
U, du milieu (éguation 38). De cette éguation on peut auss voir que le surplus de champ
magnétique est fonction d’une autre propriété physique du milieu (ou du matériau dont est
constitué le milieu), a savoir, la susceptibilité magnétique yn. Le surplus affectant le champ
magnétique induit (I’anomalie magnétique recherchée) peut étre important ou pas, en fonction
de lavaeur de la susceptibilité magnétique.

D’un autre coté la susceptibilité magnétique conditionne le type d’ aimantation induite, donc
le comportement magnétiqgue du matériau formant le milieu ou est mesuré le champ
magnétique induit (égquation 40). On doit, en toute logique, s attendre a des comportements
magnétiques différents selon que la susceptibilité magnétique est positive ou négative. En
effet, on distingue différent type de comportements magnétiques des matériaux selon le signe
et lavaleur de la susceptibilité magnétique.

3.5.1. Principaux types de magnétisme
=>» Lediamagnétisme
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Un matériau est diamagnétique lorsgue sa susceptibilité magnétique est négative. L’ intensité
de magnétisation est de sens opposé au champ inducteur (équation 40). La plupart des corps
solides, liquides et gazeux sont diamagnétiques : |’eau, I’ air, lasilice, la calcite, le graphite, le
gypse, le marbre, le sdl...

=>» Le paramagnétisme

Par définition, les matériaux qui ne sont pas diamagnétiques sont dits paramagnétiques et
correspondent donc a des valeurs positives de la susceptibilité magnétique. L’intensité de
magnétisation est de méme sens que le champ inducteur (équation 40). Néanmoins cette
aimantation est faible et diminue avec la température. Elle disparait complétement quand le
champ inducteur cesse de régner.

=> Leferromagnétisme

Cette magnétisation est beaucoup plus forte que dans les cas du diamagnétisme et du
paramagnétisme et elle continue méme en |’absence du champ magnétique inducteur. On
parle aors de rémanence (Figure 14). L’aimantation |a aussi diminue avec la température et
disparait totalement au-dela d’ une certaine température dite température de Curie (ou point de
Curie). Les corps ferromagnétiques sont le fer, les aciers, la magnétite, I’ hématite, la titano-
magnétite, les sulfures et I’ hydroxyde de fer. La température de Curie du fer est 770°C, celle
de la magnétite est de 850°C et celle de I’hématite 675°C. Ce sont les minéraux magnétiques
tels que les titano-magnétites (Fe;O4-Fe, TiO,) et les titano-ilménites (Fe,Os-FeTiO3) qui sont
responsables de |’ aimantation des roches. Les anomalies magnétiques sont dues a la quantité
de minéraux magnétiques présents dans les roches.

3.5.2. Principaux types d’aimantation rémanente

Lorsgu’ une roche ou un matériau artificiel acquierent une aimantation, celle-ci est parallele a
la direction du champ magnétique ambiant au moment de leur formation. Ces matériaux
constituent donc une mémoire du champ magnétique et jouent un réle similaire a celui des
fossiles et peuvent de ce fait servir a la datation des roches effusives, bien sir, et aussi des
roches sedimentaire. Selon la genese de ces roches on distingue plusieurs types d’ aimantation
rémanente.

=> Aimantation thermorémanente (ATR)

Cette aimantation se produit lorsque le matériau magnétique est refroidi a partir du point de
Curie, en présence d'un champ magnétique externe. C'est e cas des roches volcaniques en
présence du champ magnétique terrestre. La rémanence acquise de cette fagon est
typiquement stable. Dans quelques cas, elle peut étre opposee au champ magnétique
inducteur.

=>» Aimantation rémanente détritique (ARD)

Elle se produit lors du dépdt lent de particules de trés petite taille, en présence d’un champ
magnétique extérieur. Ce type de rémanence se rencontre dans les argiles.

=>» Aimantation rémanente chimique (ARC)

Elle est liée au phénomene de la diagénése au cours duquel des minéraux magnétiques
apparaissent et garderont I’aimantation du champ magnétique ambiant (champ magnétique
terrestre).

=>» Aimantation rémanente isotherme chimique (ARI)
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Cette aimantation est liée a la foudre . On assiste en effet a I’application d'un champ
magnétique trés fort, engendré par les éclairs, pendant un laps de temps et a une température
quasi constante, contrairement a I’ ATR. Cette aimantation est plus faible que I’ATR. L’ARI
est instable et diminue proportionnellement au logarithme du temps.

3.5.3. Susceptibilité magnétique des minéraux et des roches

La susceptibilité magnétique est le parametre primordial en magnétisme. Elle joue en
magnétométrie le rdle que joue la densité en gravimétrie. La susceptibilité magnétique n’est
pas constante pour une méme substance magnétique donnée. Elle varie, en effet, en fonction
de I'intensité du champ de force magnétique H : elle augmente quand celle-ci augmente, sana
pour autant dépasser une valeur maximale.

Les minéraux magnétiques (la magnétite particulierement) sont les principales causes des
anomalies magnétiques locales, ¢’ est pourquoi des recherches ont été faites pour tenter de
relier la valeur de la susceptibilité magnétique a la concentration en magnétite sans grand
succes a causse de la grande dispersion des valeurs et de I’ hétérogénéité des résultats. Une
liste des valeurs de la susceptibilité magnétique pour différentes roches et substances
minérales est consignée dans le Tableau 1.

Tableau 1. Susceptibilité des roches et des minéraux (Telford et al, 1990)
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Table 3.1. Magnelic susceptibiliies of various rocks and minerals.

Susceptibility 3 107 (51)

Type Range Average
Sedimentary
Dolomite 0-09 o
Limestones 0-3 03
Sandstones 0-20 0.4
Shales 0.07 =15 0.6
Av. 48 sedimentary 0-18 0.9
Metamorphic
Amphibolite Q.7
Schist 03-3 1.4
Phyllite 15
Gneiss 01-25
Quartzite 4
Serpenting 3-a7
Slate 0-35 &
Av, 61 metamorphic 0-70 42
lgneous
Granite 0-~50 25
Rhyolite 0235
Dolorite 1-35 17
Augite-syenite 30-40
Qlivine-diabase 25
Diabase 1-160 55
Porphyry 0.3 -200 &0
Gabbro 1-90 70
Basalts 0.2-175 70
Digrite 06-120 85
Pyroxenite 125
Peridatite 80— 200 150
Andesite 160
Av. acidic igneous 0-80 8
Av. basic igneous 05-97 25
Minerals
Graphite 0.1
Quartz =0.0
Rock salt =0
Anhydrite, gypsum -0Mm
Calcite =0.001 - = 0.0
Coal 0.02
Clays 0.2
Chalcopyrite 04
Sphalerite 0.7
Cassiterite 0.9
Siderite 1-4
Pyrite 005<5 15
Limonite 25
Arsenopyrite 3
Hematite 05-135 6.5
Chromite 3-110 7
Franklinite 430
Pyrrhotite 1 = 6000 1500
{lmenite 300 - 3500 1800
Magnetite 1200 - 19200 6000

—
—

3.6. Modélisation du champ magnétique terrestre

3.6.1. Potentiel magnétique

Le champ magnétique dérive d’ un potentiel. En dehors de sources locales de champ, entre la
surface de la Terre et I'ionosphere, e potentiel géomagnétique s écrit sous laforme suivante :
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V(r,0,¢)= anfx(ej ) Zn:(g;”.cosm¢+ h™.sin rrlqﬁ)ﬂm(e)

= (44)
) _j Z(q?'.cosm'¢+sn”?'.8mm'¢)-RTI(9)

(r,0,¢) : Coordonnées géocentriques (avec l‘origine fixée au centre de la terre) et
0<6 <180 étant lacolatitude) ;

n (resp. N’): degré du développement pour le champ d origine interne (resp. le champ
externe)

m (resp. M) : ordre du développement pour le champ d'origine interne (resp. le champ
externe)

a: lerayon moyendelaTerre.
P"(6),P" () : Polyndmes associés de Legendre.
or,h™,qr, s’ : Coefficients de Gauss, en nT

La premiere partie indique le potentiel du au champ d’ origine interne, tandis que la deuxiéme
indigue celui du au champ d’ origine externe.

Dans la suite on ne sintéresse qu’ au potentiel d’origine interne, c'est-a-dire le potentiel
correspondant au champ principal. Le champ B s exprime aors par :

B=—gradV(r,0,¢) (45)
Et ses composantes (X, Y, Z) en tout point P(r,8,¢) sont données par :
X 4(%}

r\ oo
B=—VV(r,0,4)]Y = —— ad (46)

r.sinf o¢

oV
or

Les coefficients de Gauss (g;“, h:”) sont calculés en résolvant le probléme inverse et en

comparant avec les données du champ mesurées dans les observatoires et par satellite, jusqu’ a
trouver les valeurs requises avec la précision voulue. Le champ magnétique ainsi trouvé est
adopté tous les cing ans par la communauté international e sous le nom de Champ magnétique
international de référence (IGRF, International Geomagnetic Reference Field).Les séries de

coefficients (g,ﬂ“,hT)constituant I’lGRF sont disponibles tous les 5 ans jusqu’au degré 13

depuis |’an 2000. Le tableau 2 ci-dessous présente une partie des coefficients de I'|GRF 2010
avec la prédiction de leur variation en fonction du temps g, h™ en nT/an.

Tableau 2. Coefficientsde I’ |GRF 2010
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n m  gy(nT) h' (nT) gy nT/an  h™nT/an
1 0  -2949%65 - 114 -

1 1 -15859 4945.1 16.7 -28.8
2 0  -23966 - 113 -

2 1 30260 -2707.1 -39 -23.0
2 2 16686 -575.4 2.7 -12.0
3 0 13397 - 1.3 -

3 1 -23058 -160.5 -39 8.6
3 2 12317 251.7 2.9 2.9
3 3 6342 -536.8 8.1 21
4 0 9126 - 14 -

4 1 8090 286.4 2.0 0.4
4 2 1666 2112 -8.9 3.2
4 3 3571 164.4 4.4 36
4 4 897 -309.2 2.3 -0.8
8 0 243 - 0.1 -

10 0  -20 - 0.0 -

13 11 04 0.2 0.0 0.0
13 12 -03 -05 0.0 0.0
13 13 -03 -0.8 0.0 0.0

3.6.2. Distribution du champ magnétique interne (principal)

Apres avoir déterminé les coefficients figurant dans I’ expression de I’ équation donnant le
potentiel (44), on peut se fier aux équations donnant les composantes du champ magnétique
terrestre calculé (45, 46) pour représenter le champ magnétique terrestre tel qu’il est observé
(mesuré) dans les observatoires.

Les observations du champ magnétique terrestre peuvent étre résumees comme sulit :

B L’inclinaison

On constate que celle-ci est horizontale (1 =0°) suivant une ligne sensiblement paraléle a
I’ équateur géographique, définissant ainsi I’équateur magnétique. On constate aussi que
I"inclinaison augmente en valeur absolue vers le Nord et vers le Sud jusqu’a des valeurs
avoisinant +£80° (Figure 16).

W L’intensité du champ total

Les variations de I'intensité du champ magnétique total sont moins réguliéres que celles de
I"inclinaison. Cela dit on peut voir que I'intensité du champ magnétique est comprise dans
une fourchette de 20 240000 NT en zone équatoriale, alors qu’ elle peut dépasser les 60000 NT
dans les zones polaires. Le champ magnétique est donc deux fois plus intense aux pdles qu’en
zone éguatoriale 5figure 17).

W Ladéclinaison

Les contours de la déclinaison montre un aspect plus complexe. On peut cependant constater
gue dans une fourchette de latitudes comprise entre 60°S et 60°N, |a déclinaison est comprise
entre -20°W et 20°E, aors qu’ elle devient trés importante et dispersée au voisinage des pbles
(Figure 18).
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Figure 17. Carte des contours de I’ intensité du champ magnétique total.
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Figure 18. Carte des contours de la déclinaison du champ magnétique terrestre
3.6.3. Modéles géométriques du champ magnétique terrestre
Des variations de la déclinaison, de I’'inclinaison et de I'intensité du champ magnétique

terrestre, on peut penser que celui-ci présente une géométrie similaire a celle du champ
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magnétique d’'un barreau aimanté avec ses deux pbles Nord et Sud, c'est-a-dire un dipdle
magnétique, situé au centre de la Terre et plus ou moins aligné avec son axe de rotation.

On va présenter dans la suite deux modéles simplifiés du dipdle magnétique terrestre.

=> Ledipdle axial centré

L e modele magnétique dans ce cas représente un barreau aimanté situé au centre de la Terre et
confondu avec son axe de rotation (Figure 19).

Pole Nord ( | = 90°)

W . fﬁ-:-‘ :
e WY L Inclinaison
et ) By ,'__7._ = e

——

;l‘l.'.' i 3 il I v'
Equateur | ! | T
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Péle Sud ( | = -90%)
Figure 19. Dip6le axia centré

Ce modél e correspond au développement de degré n=1 et d’ordre m=0 del’ expression du
potentiel magnétique donné par I’ équation (44). Le polyndme de Legendre correspondant

étant p’(0) =1. Le potentiel du dipdle axial centré s écrit :

3
V(r,0,0) =2 g°.coso (47)
r

Le champ magnétique terrestre est donné par :
3

X =—a—3 g, sino
= r
B=—VV(r,0,4)!Y =0 (48)
3

Z= _2a_3 g, cos
r

Avec ce modéle on peut voir que::

* Le champ magnétique pointe vers le Nord géographique avec une déclinaison nulle sur toute
la surface du globe.

* Le champ est horizontal (1 =0°) al’ équateur, pointe verslebas (1 > 0°) dans |I” hémisphere
Nord, et vers le haut | < 0°dans I’hémisphere Sud. Dans ce modéle les pdles géographiques
et magnétiques (Nord et Sud, respectivement) sont confondus.
* L’intensité du champ magnétique est deux fois plus grande aux poles qu’al’ éguateur.
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Malgre les ssmplifications induites, ce modele refléte 90% de la morphologie du champ
magnétique terrestre.

=>» Ledipdle centré

En adoptant le développement de degré n=1 de d’ordrem=1 de I’expression du potentiel
géomagnétique (44), on obtient une meilleure approximation du champ magnétique terrestre.

Dans ce cas de figure les polyndmes de Legendre correspondant sont p’(0)=1 et
pi(0) =sind . Le potentiel géomagnétique s écrit alors::

3

V(r,0,¢) = a—z(glo.cosa +0y.C054.5in0 + i sing.sino) (49)
r

Ce modéle correspond a un dipdle magnétique situé au centre de la Terre mais en présentant

une déviation par rapport al’axe NS (Figure 20).

Figure 20. Dipdle centré

On peut voir des améiorations du champ magnétique terrestre par rapport au modéle du
dipdle axial centré, particuliérement une déviation entre les pdles magnétique et géographique
et auss une déviation entre équateur magnétique et équateur géographique. Le modele du
dipdle centré reflete 95% de la morphologie du champ magnétique terrestre.
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Chapitre5
LA MECANIQUE DESFLUIDES

1. Définitions
Au sens de la Physique, un fluide est un milieu discontinu constitué par des assemblages de

particules (atomes ou molécules) libres de se mettre en mouvement les unes par rapport aux
autres.

Au sens de la Mécanique des fluides (branche de la mécanique des milieux continue), un
fluide est par contre un milieu continu doué de mobilité

L’ hypothese de la continuité est faite dans le but de pouvoir définir dans le temps et dans
I’ espace des propriétés physiques telles que la température T, la pression p, la viscosité u, la
masse volumique p... etc. La description du mouvement requiert une donnée cinématique :
une vitesse V . Ces fonctions sont considérées comme étant continues partout sauf sur un
nombre fini de surface ou de lignes. Une conséguence immeédiate de cette hypothese est de

permettre I"usage du calcul infinitésimal, outil puissant permettant de passer des équations
ponctuelles aux lois globales concernant |es domaines contenant ces particules.

Au point de vue cinématique on considere que le fluide est constitué de points matériels P
dont on peut éudier le mouvement dans un repere de référence, comme en cinématique du
point. En Mécanique des Fluides, on attribue les propriétés du point P a un petit éément de
matiere entourant P, appelé particule.

L’ hypothese de mobilité suppose que le fluide est un milieu défor mable, capable de prendre
laforme du récipient qui le contient, contrairement au solide. Les liquides et les gaz sont des
fluides, et la différence entre eux, réside au fait que les liquides sont dotés d’ une surface libre
alors que les gaz occupent tout |’ espace qui leur est offert.

2. Cinématique des fluides

On s'intéresse ici au mouvement des particules sans se soucier de sa cause (les forces). On va
déterminer la vitesse et I’ accélération d’ une particule de fluide en mouvement. En mécanique
des fluides deux approches sont utilisées pour décrire le mouvement d’ un systeme.

2.1. L’ approche Lagrangienne (Lagrange)

Dans la description Lagrangienne, le mouvement est décrit par les trajectoires de
particules prisesindividuellement. Chague particule est identifiée par la position Mg qu’elle
occupait al’instant tp c'est-a-dire les coordonnées : xo, Yo €t Z. (Figure 1)

La description du mouvement est donnée par le vecteur position :
OM =OM (t,M,) (1)

L es coordonnées du point M sont des fonctions de x,, Y,, 7, €t t; :
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x= 1 (%1 Yo: %,1)
y=9(%: Yo %1) 2
z=h(X: Y01 Z:1)
Lesvariables ainsi définies sont appel ées variables de Lagrange.
Lavitesse de la particule & un instant donné est donnée aors par :
- [ OOM _
V:(TJMO =V(t,M,) 3

L es coordonnées du vecteur vitesse sont données par :

(VALY
X ot
t) ) H
Vy — ay( thyo ZO) (4)
V. = oz(t, %o, Yo, %)
’ ot

L’ accélération de la particule est donnée atout instant par :
Son accél ération est donnée par :

f{a OM] {@j 7t M) (5)

ot? ot
L es coordonnées du vecteur accél ération sont données par :
_OX(t. %, Yo, %)
yx - atz
62 t) 1 H
y — y( 22 yO ZO) (6)

—

M(xr }Jr Z, f) V(Vx, V}:, VZ)

MD(xUT yO’ ZU’ IO) z

O
J—{v

Figure 1. Identification d’ une particule et satrgjectoire
Lestrajectoires sont définies par lestrois éguations différentielles

dx dy dx

= = =dt (7)
ux, y,zt) wv(xy,zt) wxy,zt)

Qui déterminent un complexe de courbes. Chacune de ces courbes s obtient en précisant la
particule qui passe au point Py al’instant to.

Pour rendre compte de I'ensemble du systeme, dans cette approche, il faut étudier
individuellement les particules, ce qui est pratiquement impossible. Vu la complexité des
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mouvements, cette méthode n'est pas tres convenable. Dans le cas des mouvements
turbulents, I’intégration de I’ équation (7) est impossible.

2.2. L’ approche Eulérienne

En pratique les particules ne conservent pas leur individuaité en raison de phénomene
physiques tels que la diffusion moléculaire. Au lieu de suivre la particule dans son
mouvement on préfére sintéresser a ce qui se passe en un point fixe de |’ espace.

Soit a calculer lavitesse par exemple en un point M.

Dans I’ approche d Euler, la vitesse calculée est celle de la particule passant par M et non pas
une particule bien précise. A I'instant t, il y aen M une particule de vitesse v, et & I’instant
t+dt, ¢’ est d’ une autre particule qu'il s agit de vitesse v'.

EnMalinstantt :
v=V(M,t) =v(X,Y,2zt) (8)

La description du mouvement a partir de ces vitesses constitue la description eulérienne du
mouvement. Les coordonnées x,Y,z et t sont lesvariables d’ Euler.

A I'instant t, le vecteur v(M ) définit un champ de vecteurs dont on peut déterminer les lignes
et les surfaces de courant qui sont tangents aux vecteurs vitesses en chacun de leurs points
(Figure 2). Mathématiquement cela se traduit par (dl étant le déplacement élémentaire) :

vadi =0 ©)

Les équations des lignes de courant sont obtenues en résolvant I’ équation 9 ci-dessus, soit le
systeme différentiel suivant :

ax  dy  dx
ux,y,zt) v(xy,zt) wxy,zt)

Figure 2. Lignes de courant

(10)

2.3. Détermination du champ des accélérations

Soit une particule P et O I'origine du référentiel. A I'instant t, la particule P est en M, sa
vitesse est V(OM ,t). A I'instant t’ = t+dt, elle est en M’, sa vitesse est v'(OM 't +dt) . Les
coordonneées des points M et M’ sont reliées par larelation suivante :
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X'= X+V,dt

y'=y+v,dt (11)
Z'=z+v,dt
En cinématique, I’ accélération de la particule P au point M et al’instant t est définie par :
- dv
12
v (12)

En exprimant la différentielle dv et en remarquant qu’il s'agit de4 variables: X, y, zet t,
|’ accélération s écrit :
Zvdx avdy+gvd +Zdt
R (13)
dt

?zavv 8Vvy+@vz+@ (14)
OX oy 0z ot

Ce que I’ on note symboliquement :

- 0oV — \-
14 =E+(V.V)V (15
En développant |e deuxieme terme du deuxieme membre de I’ équation (15), on peut voir que :
_ o (V) o -
y:E+V(Ej+(rotv)Av (16)

@: L'accélération locale

(T/.V)f/: V(V—;jjt(rot\?)/\\?: L'accélération convective

L’ accélération locale traduit la non permanence du mouvement tandis que |’accélération
convective traduit sa non uniformité.

2.4. Dérivée particulaire
=> Dérivée particulaire d’ une fonction scalaire.

Lanotion de dérivée particulaire traduit un point de vue Lagrangien.
Soit f (M ,t)une fonction scalaire du point M en déplacement. La variation de f durant un

laps de temps est donnée par (X, Y et z éant les coordonnées de M) :

df :ﬂdtjtid qderﬂd a7
ot ox oy ° oz
En divisant par dt, il vient :
df :g+af dx of dy of dz (19)
d ot oxdt 8y dt 62 dt

Soit encore et en remarquant les composantes du vecteur vitesse :
daf  of

— == 4+vVf (19)
dt ot
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Les coordonnées dont il est question ici sont les coordonnées d’ Euler et la vitesse dont on
parle est celle de laparticule P quand lle atteint le point M fixe de I’ espace.

=>» Dérivée particulaire d’ une fonction vectorielle.

Soit A(M,t) une fonction vectorielle du point M en déplacement

On applique la formule valable pour la fonction scalaire a chaque projection de la fonction
vectorielle.

dA _9A | oA A L _
e VVA = t+u& (i,j=%..,2) (20)

Dans cette forme compacte, il y a sommation de trois monémes quand le méme indice se présente
deux foisdans un terme

Si levecteur Aest lavitesse v, nous obtenons les équations (15) et (16).
2.5. Dérivée d une intégrale de volume
Soit D un domaine en mouvement et soit I'intégrale:

K =mD f(M,t)dr (21)
Ona

__m( V(fv))dr—ﬂ[ (—+vaJd (22)

On remarquera au passage que V.(f v) = f V.v+ Wi )

Ou encore

‘fj_fzmogdwmt)v.(f(/)df (23)
Soit

——mDEdHﬂSf\?.ﬁds (24)
Quel’ on peut encore écrire sous la forme suivante :

%_fzgmljfdﬂjjsfvnds (25)
Interprétation :

Au deuxieme membre de cette équation :

=> La premiére intégrale représente la variation par unité de temps, de la quantité F dont f en
représente la quantité volumique, contenue dans le domaine D, considéré comme fixe. Par
exemple lamasse et |a masse volumique (dans |’ ordre)

= Ladeuxiéme intégrale représente le débit de F atravers S (ou leflux de fv atraversS)

Remarque :
Quand on dit débit on sous-entend une quantité par unité de temps.
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2.6. Equations de conservation de la masse

Avant de s attaquer proprement aux équations du bilan massique, nous allons définir d abord
quelques grandeurs trés usitées en MDF.

W Vecteur densité de courant, lignes de courant et tube de courant

Soit donc un domaine D quel congue de fluide. En chaque point de ce domaine on peut définir
une vitesse v et une masse volumique p (Figure 3).

—_)‘

J

s

<V

Sy

Figure 3. Vecteur densité de courant
Le vecteur densité de courant au point M (comme pour |’ électricité) est donné par :

J=p(M,t)v (26)

Les lignes de courant sont des lignes tangentes en chacun de leurs points aux vecteurs vitesse,
donc aux vecteurs densité de courant. Le tube de courant est un ensemble de lignes de courant
S appuyant sur un contour fermé.

W Débit massique

Le débit massique gy, représente |la masse traversant une surface pendant |’ unité de temps. La
quantité de matiére traversant la surface éémentaire dS pendant I’ élément de temps est celle
contenue dans le cylindre (oblique) de base dS et de hauteur v, .dt (v, étant la projection de v

sur n).

dm= pv dt.dS (27)
Le débit massique élémentaire est donc :

dq, = ‘Z_T — v dS= pvndS= pvdS= .08 (28)

Le débit massique total est :
q., =jjsp\7.a§=jjsi.a§ (29)
B Enoncédu principe

La masse d’un domaine D quelconque de fluide, que I’on suit dans son déplacement, et qui
n'est le siége ni d’une production intérieure de fluide ni ne regoit de flux a travers sa surface,
reste constante.

L’ expression de la masse est donnée par :
m:mDp(M tdr (30)
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Lefait que cette masse est constante équivaut a:
dn d
E:EHJ-D/)(M,t)drzO (31
Bien évidemment cet énoncé traduit un point de vue Lagrangien (on suit le domaine dans son

déplacement)
B Equation ponctuelle

Appliquons le théoreme de la dérivée particulaire d’une intégrale de volume d une fonction
scalaire. Nous obtenons :

d op -

Sl pde = [T, 249.p3 e 0 @)
L e domaine étant arbitraire nous obtenons :

op -

—/—+V.pv=0 33

VP (33)

C'est I’équation de continuité, tres importante en mécanique des fluides. Elle traduit tout
simplement le principe de conservation de la masse.

On peut écrire cette éguation différemment en notant que :

V.pV=pVN+VVp. (34)
En effet :

op - O0p - -

—+V.pv=—+VvVp+pVyv=0 35

o FVPVE p+p (35)
On peut voir aisément que la somme des deux premiers termes du deuxiéme membre de
I’ égalité n’ est autre que O(Ij_/t)
Soit :

dp -

—+pVv=0 36

a P (36)

B Généralisation
Si le domaine peut étre le siege d’'une production intérieure de fluide (réaction chimique,
source...etc.) a raison de J'J' J'Drdr par unité de temps. Il peut aussi recevoir a travers la

surface Sun flux de —” . j AdS par unité de temps.

Bilan massique du systéme

Les échanges de fluide avec le milieu extérieur ainsi que la production intérieure de fluide
représentent la variation de la masse par unité de temps a I’intérieur du domaine. On écrira

donc en notant au passage que ; J'J'S]ﬁds = J'J' J' ] V.jdr (lethéoréme de Green-Ostrogradski) :

dm

—=([[ rde ([ jAds=([[ (r-V.])dz (37)
dt D s D

En appliquant le théoréme de la dérivée particulaire d’ une intégrale de volume d’ une fonction
I’ équation (22) se réécrit alors:
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I, [ 2 9. e = [, 5.y (3)

Ce qui nous permet d’ avoir finalement :

P _r-vpv+]) (39)

ot
L’ équation (39) représente |’ équation de continuité genéralisee.
2.7. Différents types d’ écoulement
=>» Ecoulement per manent ou stationnaire

Les champs vectoriels et scalaires sont indépendants du temps. Nous aurons donc :
N_o e P-o

o ot (40)
=>» Ecoulement incompressible
Un fluide incompressible vérifie I’ équation :

divv=0 (41)

Dans ce cas on peut trouver un vecteur A (équations (37 et (38) de la Boite a Outils) de
maniére que :

V=rotA (42)
L’ équation de continuité s écrit alors :

dp

—/=0 43

dt (43)
Soit :

op -

—+vVp=0 44

p P (44)

L’ éguation (43) ne signifie pas que la masse volumique est constante dans le temps et dans
I’ espace mais simplement que la masse volumique d une particule ne varie pas quand €elle en
mouvement. C’ est le cas de deux fluides immiscibles. Nous avons en effet et en méme temps :

Ocljl_/t)=0 e p=p(xV,z1).

Discussion
B Vp =0 (Lamasse volumique ne varie pas dans |’ espace).
L’ équation de continuité se réduit a: %—’t) =0. Cest-a-dire que p ne varie pas non plus dans le

temps. Donc:p=Cte dans tout le fluide. Cest le cas des fluides homogenes
incompressibles.

u %_/t) = 0 (En un point fixe la masse volumigue ne dépend pas du temps)
3 cas sont possibles.
Ov=0¢ Vp est quelconque. Le fluide est en état de repos (statique), homogene ou non.

® v=0et Vp =0. Lamasse volumique est constante dans |’ espace et dans le temps.
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©® v et Vp sont orthogonaux en tous points de I’ écoulement. Le fluide n’ est pas homogéne

mais les lignes de courant et les lignes isochores (ayant des volumes égaux, donc d égales
masses volumiques) sont perpendiculaires

=>» Ecoulement irrotationnel
Un écoulement irrotationnel est défini par :

rotv =0 (45)
Dans ce cas la vitesse dérive d un potentiel (Voir Chapitre 1 équations (35) et (36)) :
v=—gradp (46)

Les surfaces équipotentielles sont définies par : ¢ = cteet sont perpendiculaires aux vecteurs

vitesse c'est-a-dire aux lignes de courant. La détermination de lafonction est possible a, partir
de I’ équation (46).

=>» Ecoulement stationnaire, incompressible, irrotationnel et plan d’un fluide non
visgueux

Cette hypothése constitue une bonne approximation d’ écoulement réel des liquides et des gaz.
*Ecoulement stationnaire (permanent) :

P _oet V-6 (47)
ot ot

*Ecoulement incompressible
divw=0 (48)

Dans ce cas (voir chapitre 1, équations (37) et (38)), il existe un vecteur Atel que:
V=TrotA (49)
*Ecoulement plan

On appelle écoulement plan, ou & deux dimensions, un mouvement ou les phénomenes se
répétent sur des plans paralléles de telle maniére que, si I’on sait ce qui se passe sur un plan
on sait ce qui se passe dans tout I’ écoulement. Cela veut dire que le vecteur vitesse dépend de
deux coordonnées: X et y par exemple. Dans ce cas, choisissons un contour fermé dans le
plan de I’ écoulement et calculons le flux du vecteur vitesse atravers une surface délimitée par
ce contour (la surface est aussi plane) :

@:ij.FszjjrotKFszo (50)
S S
L’ application du théoreme de Stokes (chapitre 1, éguation 55) donne :
j j rotAdS= 963& =0 (51)
S C

Puisque larelation (51) est valable quelque soit |e contour, cela veut dire qu’en tout point, le
vecteur Aest perpendiculaireal’dément di (ALdl). Levecteur A est donc perpendiculaire
al’ écoulement. Nous sommes en mesure d’ écrire :

A=k (52)

v est appel ée fonction courant
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Les lignes de courant sont décrites par I’ équation y = Cte. En effet :

oy oy
=cte = dy =—dx+—dy=0 53
Z V=" oy y (53)

Or du fait de (49) et de (52) nous avons :
VX:_a_l’[/ et Vy:a—ll/ (54)

oy oX
Donc en vertu de (53) :

v, dx—v,dy =0=v||dl (55)

Finalement v = Cte, implique que la vitesse est paralléle au vecteur déplacement élémentaire
(CQFD).

eEcoulement laminair e et écoulement tur bulent

Un écoulement est dit laminaire, lorsqu’il est régulier dans le temps et dans |’ espace. Dans le
cas de I’écoulement permanent les lignes de courant sont des courbes fixes dans |’ espace,
elles ne s'entreméent pas au cours du mouvement. Les couches fluides glissent les unes sur
lesautres sansqu'il y ait passage d’ une particule d’ une couche al’ autre).

Dans le cas de I’ écoulement turbulent chaque particule, en plus de la vitesse dans le sens de
I” écoulement, est animée d’'un mouvement d agitation avec des vitesses transversales a
I’ écoulement. La turbulence est essentiellement provoquée par la viscosité.

2.8. Equation intégrée
Reprenons I’ éguation (23) en y appliquant laformule de la divergence. Nous trouverons :
op 7 RS =
'[J-J-DEdT—FJ.J-SpV AdS =0 (56)

La premiére intégrale représente la variation, pendant le temps dt, de la masse de fluide
contenue dans le domaine D considéré comme fixe (par rapport au référentiel servant a

mesurer v). Quant & la deuxiéme, elle représente la somme des débits massiques de fluides &
traverslasurface D (ces débits peuvent étre positifs ou négatifs).

Plus ssmplement nous dirons que le principe de conservation de la masse stipule que la
différence entre les débits massiques entrants et ceux sortants est égale a la variation de la
masse du domaine considéré, par unité de temps.

L’ élément différentiel pvAdS représente un débit massique éémentaire dqtraversant dS.
dq = pviAdS= pv, dS (57)

dg>0s v.Ai>0 cest un débit sortant

dg<0s vi<O0 cest un débit entrant

Si p ne dépend pas du temps, nous obtenons:

% _g
ot (58)
jjsp\?ﬁdszo ou Hsdq =0
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En régime permanent la somme des débits massiques a travers une surface fermeée
tracée dans le fluide est nulle. Les débits massiques entrants sont égaux aux débits
sortants.

Exemple:

L’ écoulement permanent dans un conduit fixe (Figure 4). L’ application de I’ éguation (58)
permet d obtenir (aretrouver par les étudiants) :

qml = qm2 (59)

Respectivement les débits massiques atravers S, et S,. Si le fluide est homogene, les débits
volumiques seront aussi égaux.

Figure 4.Conservation du débit massique atravers les sections d’ un conduit fixe
3. Dynamique des fluides

3.1. Natures des forces appliquées a un fluide

Considérons un domaine D d’un certain fluide limité par une surface S (Figure 5). Les forces
agissant en chaque point M du fluide sont de deux types:

W L es forces de volume dues a la présence d' un champ, la pesanteur par exemple. Dans ce
cas laforce de volume serale poids de la particule en M.

B L es forces de surface dues aux forces exercées par les autres particules du milieu sur la
particule en M & travers sa surface élémentaire dS & raison de TdS. La force par unité de
surface T appelée contrainte dépend de la position du point M et de I’ orientation de la surface
élémentaire dS. On peut décomposer T et écrire:

— —

T=Tn+T, (60)

Figure 5. Types de forces agissant sur un fluide
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Th est la composante normale ala surface dS, ¢’ est la contrainte normale.

T: est la composante tangentielle & la surface dS c'est la contrainte tangentielle (ou
contrainte de glissement ou contrainte de cisaillement).

L’ équation (60) peut étre réécrite différemment si I’on s accorde de distinguer deux effets
dans I’ expression de la contrainte T appliquée aun éément de fluide en mouvement :

W Lepremier effet est celui engendré par le fluide au repos au point M. |l s agit de la pression
statique.

B | e deuxiéme est lié & la faculté du fluide de se mouvoir, donc a sa mohilité et des forces
engageées, a savoir les forces de frottement appliquées a la particule M. Ces forces traduisent
en fait laviscosité du milieu.

Donc en conclusion on peut dire que la contrainte T est la somme de la pression statique

(contrainte due au fluide au repos, toujours normale a la surface aé) et dela contrainte
deviscosité, que I’ on peut écrire mathématiquement :

T=-pn+rt (61)
Examinons maintenant laviscosité du fluide. Celle-ci est de deux types:

*Une viscosité de dilatation, qui caractérise la plus ou moins facilité avec laguelle un fluide se
dilate, c'est-a-dire change de dimensions mais sans déformation angulaire. Cette viscosité est

caractérisée par le paramétre 7).
*Une viscosité de cisaillement, qui caractérise la plus ou moins facilité avec laguelle un fluide
subit une déformation angulaire. Cette viscosité est caractérisée par le parameétre L.

Pour finir, supposons maintenant un fluide démuni de viscosité ou presgque (fluide parfait)
(n=0et u=0), les forces de surface auxquelles il est soumis se réduisent aux forces de

pression statique.

Donc dans le cadre de cette hypothése les forces auxquelles le fluide est soumis sont les
forces de volume et les forces de pression, les forces de viscosité éant négligées.

= Expressions des forces de volume et de pression
*Forces de volume (Figure 7)

Fluide
L

”

Volume élémentaire de fluide
drt

Figure 7. Identification de la Force de volume.

Soit dFv la force éémentaire qui s exerce sur I'édément de volume dz. Nous pouvons
écrire:
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dFv=fdr=f_dm=pf_dr (62)

—

f, : est uneforce par unité de volume (on dit aussi une densité volumique de force)

?w : est une force par unité de masse (on dit aussi une densité massique de force)

Pour calculer laforce de volume qui S exerce sur tout le domaine on intégre I’ équation (62) :

Fv = j j jv pf . dr (63)

— —

Si lesforces de volume se réduisent a celles de la gravitation terrestre, nousaurons: f_ =g.
*Forces de surface (Figure 6)

Soit dFs laforce éémentaire qui s exerce sur I’éément de surface dS. Nous pouvons écrire,
avec les hypothéses sus mentionnées :

dFs=—pndS=-pdS (64)
Pour calculer laforce de surface qui S exerce sur tout le fluide, on intégre I’ équation (64) :
Fs :—HS pdS (65)
W Equivalent volumique desforces de pression.
Fs =—[[[ gradpdz (66)
v

Démonstration :

Prenons |’ équation (65) et multiplions ses deux membres par un vecteur quelconque A , nous
obtenons:

AFs= —K.J'J'S p.dS=-— j J'S pA.dS (67)
L’ application du théoréme de Green-Ostrogradski donne : ﬂ pA.dS= H j divpAdr .
S \%

Donc:

AFs=-— j j j divpA dr (68)
\

On sait aussi que : divpA = gradp.A + p.divA
A étant un vecteur constant, on obtient : divA =0, ce qui permet d écrire :

AFs =[[[divpA.dr =-A[[[ gradpdr (69)
\ \%

Soit donc enfin :
Fs=—|[[ oradpde (70)
\%

3.2. Théoréme de la quantité de mouvement

Maintenant que nous avons fait I'inventaire des forces en jeu, appliquons le théoréme de la
quantité de mouvement.
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Enonceé du théoréme de la quantité de mouvement :

Dans un référentiel galiléen la résultante des forces extérieures a un systéme est égale a la
dérivée par rapport au temps de la quantité de mouvement du systéme.

Ceci n'est autre que la relation fondamentale de la dynamique. C'est aussi le deuxiéme
principe de Newton.

Appliquons donc le théoréme de la quantité de mouvement a une particule de fluide :

dF s +dFy =dmy = dm% (71)
—g—mapdr + ;Fmvdr = pdr}j (72)

En utilisant |’ expression de I’ accélération donnée par les équations (6) et (7) on peut €crire
respectivement :

gadps pT . - p(%(v.v)vj 73
gradp+ pTy - p[ﬂv(ﬁ}(ro@) Avj 74
ot 2
On peut écrire aussi ces deux éguations simplement :
~gradp+ pT o = p 5 (75)

Dans |le champ de pesanteur terrestre la derniére équation s écrira (I’ axe des z étant orienté
positivement versle haut) :

dv,__p

dt OX
p My _ 2P (76)
dt oy

dvz__@_

dt oz P9

Ces equations représentent une forme tres simplifiée des équations de Navier-Stokes.
Equation de Bernoulli

Ajoutons maintenant d’ autres hypothéses, en plus de I’ hypothese du fluide parfait :
*Régime permanent

*Fluide homogene et incompressible.

*Référentiel galiléen (pasdeforced inertie) : LaRFD s appliquetelle gu’ele.
*Champ de pesanteur terrestre.

—

Reprenons |’ éguation (74) et transformons-la en remarquant que. % =0et f w =0

2

_@p+ pa = p(ﬁ(%}+(rot§) /\\7} (77)
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L e fluide étant homogene et incompressible p = cte
2

_g?dpwa:gwd(p%}p(mto)w 7®)

2

gr—ad(p%}p(mtvngr—adp_pa:o 79

Remarquons au passage que pg = —grad(pgz) (I’ axe des z éant orienté positivement versle
haut)

2
grad(p\%Jr p+ngJ+p(l‘0’[V)/\V=0 (80)
_ V2 — -
grad(p3+ p+pgzj:—p(rotv)/\v (81)
Si en plus |’ écoulement est irrotationnel, nous obtiendrons :
2
grad(p%+ p+pgzj:0 (82
Soit donc:
V2
p3+ p+ pgz=Cte (83)

Si I’ écoulement n’ est pas irrotationnel, I’ équation précédente reste valable, le long d’ une ligne
de courant.
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Chapitre 6
ONDESET ELASTICITE DESROCHESDUSOUS-SOL

5.1. Notion d’ élasticité
5.1.1. Généralités

Les dimensions et la forme d'un corps solides peuvent changer sous |’effet de forces
appliques a sa surface. Ces forces externes sont contrecarrées par des forces internes qui
S opposent aux changements de dimension et de forme, si bien que le corps retrouve sa forme
et dimension initiales des lors que ces forces cessent. Cette faculté des corps a retrouver leur
forme et leurs dimensions d’ origine porte le nom d' édasticité. Un corps parfaitement ééstique
retrouve totalement son état initial aprés avoir éé déformé. Les roches du sol-sol sont
considérées comme étant des corps parfaitement élastiques, tant que les déformations qu’ elles
subissent demeurent faibles.

La théorie de I'édasticité éudie les changements des corps en fonction des forces qui leurs
sont appliquées. Les relations entre ces forces et les modifications engendrées sont exprimées
en utilisant les concepts de contrainte et de déformation.

Lathéorie de I’ dasticité des matériaux est ala base de la transmission des ondes acoustiques
dans le sous-sol, d'ou I'intéré d’introduire certains paramétres ou modules éastiques
caractérisant un corps soumis a une force, sans subir une déformation permanente.

5.1.2. Contrainte

La contrainte est définie comme une force par unité de surface (force surfacique). Illustrons
celaavec un exemple simple.

Soit une éprouvette sur laquelle on fait un essai de traction (Figure 1).

N

]l'
- |

- Al FES S SR et

Al b

| pimr el R e M |

(—}—

Figure 1. Eprouvette cylindrique soumise a une traction

La contrainte est définie par :

N=T
S

F étant la force appliquée aux frontiéres basales, de surface S de I’ éorouvette. L’ unité de la
contrainte N étant le Pascal (Pa), lorsque la force est exprimée en Newton (N) et la surface en

m?.
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On voit bien que la contrainte de traction a provoqué I’ éongation de I’ éprouvette. Si on répete
plusieurs fois cette expérience on peut tracer la courbe suivante (Figure 2) représentant la
contrainte en fonction de la déformation.

A

A
I

Figure 2. Loi de |’ éasticite.
On voit bien qu’il y a proportionnalité entre les contraintes et les déformations.

N = E.AI—I (1)
On constante aussi que :
Ad Al

e sl 2

3 -7 2

E sappelle le module de Young (unité homogene a une pression) et ¢ porte le nom de
coefficient de Poisson (sans unité).

Dans cet exemple nous avons considéré délibérément le cas d’une contrainte normale a la
surface sur laguelle elle s applique. On sait qu’ une force peut avoir une direction quelconque
par rapport a la surface sur laquelle elle s'exerce. Dans ce cas on la décompose en une
composante normale et en une composante tangentielle. Nous utiliserons la méme chose en ce
qui concerne la contrainte. On parlera aors d'une contrainte normale pour indiquer celle
correspondant a la composante normale de la force et d’une contrainte de cisaillement pour
indiquer celle correspondant a la composante tangentielle de laforce.

Pour examiner les propriétés de ces contraintes considérons un volume éémentaire (un
parallél épipede rectangle infiniment petit) a I'intérieur d’ un corps soumis a des contraintes
(Figure 3). Faisons I’inventaire des contraintes agissant sur les six faces de ce parallélépipede
rectangle élémentaire.

Prenons laface DGFE. Laforce agissant sur cette face a une direction quelcongque mais qu’ on
peut décomposer en une composante normale et deux composantes tangentielles (car nous
somme dans I’espace). Aux composantes de la force vont correspondre une contrainte
normale (elle sera porté par |’ axe des X), une contrainte tangentielle, portée par |I’axe des 'y et
une autre contrainte tangentielle portée par I’axe des z. Ces contraintes on va les appeler

respectivement oyy, Oy €t Gx.

Signification del’ écriture indicée de la contrainte :

Les indices indiquent les axes X, Yy et z naturellement, mais en ce qui concerne la contrainte
par exemple oyy, cela veut dire qu’on parle de la contrainte paralléle al’ axe des X et agissant

une surface perpendiculaire al’ axe des y. Quand les deux indices sont identiques cela signifie
gue la contrainte est normale.
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S dz
1
1
i
¥

B
™

x

Figure 3. Contraintes et leurs composantes.
Propriétés
Prenons maintenant, deux a deux, les facettes de ce parallél épipede rectangle que I’ on suppose
en équilibre statiqgue. Commencons par |les facettes colorées DGFE et OCBA.
Les contraintes agissant sur ces deux facettes, prises deux a deux (contrainte normale et
contrainte normale, contrainte tangentielle et contrainte tangentielle) se doivent d étre égales
et de sens opposés (ce que I'on peut voir sur la Figure 3 : les contraintes représentées en trait
continu et celles représentées en trait discontinu). Pour les autres paires de facettes on se
tiendra au méme rai sonnement.
Examinons maintenant les contraintes tangentielles oyy et oy, que |I’on peut voir sur la Figure
4 ci-dessous. Nous avons une paire de contraintes oy, €t une paire de contraintes oy .
Chacune des paires de contrainte constitue un couple tendant a faire tourner le volume
élémentaire autour de I’ axe des z. Seuls ces deux couples interviennent lorsqu’il s agit de la
rotation du volume élémentaire autour de I’ axe des z, les autres forces ont des moments nuls.
Or le parallé épipéede rectangle est en équilibre donc la somme de ces deux moments est nulle.
On écrira:
Le moment du couple agissant sur la face jaune et sur celle qui lui est opposée (les faces
CBFG et OAED) est : (o,,.dxdz).dy

Le moment du couple agissant sur la face bleue et sur celle qui lui est opposee (les faces
DGFE et OCBA) est : (o ,.dydz).dx

Ces deux moment sont égaux et donc :
o, =0, ©)

Xy

Pour les autres couples intervenant dans le cas des autres rotations possibles a savoir autour
des axes x et y, nous devrons trouver laméme chose. En conclusion nous aurons donc :

Vi, 0 =0} (4)
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Figure 4. Contraintes de cisaillement
5.1.2. Déformation

Quand un corps est soumis a des contraintes, il change de forme et de dimensions. Ces
changements sont appel ées déformations.

Mais quels sont les types de déformations auxguelles on assiste quand un corps est soumis a
des contraintes ? Pour répondre a cette question on va essayer de voir ce qui se passe au
niveau d'un corps bidimensionnel (Figure 5), ensuite on généralisera pour les corps en
dimension 3.

Considérons pour cela une plague rectangulaire PQRS dans le plan XOy. Quand on applique
une contrainte alaplaque, le point P se déplace en P, et le vecteur déplacement engendré

PP'(u,v) apour cordonnées U et V.

Fai sons maintenant quel ques suppositions :

= Silesautres points Q, R et S se sont déplacésen Q', R’ et S, de laméme quantité, c'est a
dire PP'=QQ'=RR'=SS', dors le rectangle PQRS a subi seulement une translation et il
n'y a ni changement de dimensions ni de forme. Dans ce cas le corps n'a subi aucune
déformation.

=>» Si, en revanche, les points Q, R et S ne se sont pas déplacés de la méme quantité, c’'est a
dire que les vecteurs déplacements engendrés sont différents, alors |a le rectangle présentera
un changement de dimensions et de forme (les angles ne seront plus droits) : il aura donc subi
une déformation. Essayons de voir maintenant comment on pourra quantifier tout cela.

Soient les grandeurs u=u(x, y) et v=v(X,y).

Les coordonnéesdespointsP, Q, Ret Sd'unepartet P, Q', R’ et S d autre part sont :

P(X,Y); P'(X+U,y+V)
, ou ov
Q(x+dx,y+dy); Q'(X+dx+u+—dx,y+v+—adx)
OX oX

S(x, y+dy); S'(x+u+@dy,y+dy+v+@dy) ()
oy oy
ou ou ov ov
R(x+dx, y+dy); R'(x+dx+u+—dx+—dy,y+dy+v+—dx+—d
( y+dy) ( P & y, y+dy p Y y)
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Figure 5. Anal yse d’ une déformation a2 di meﬁsi ons

Voyons de combien les cotés PQ et PSse sont ils allongés. Calculons pour celalataille du

cote P’ Q'.
2 2
P'Q'= (dx+@dxj +(@dxj (6)
oX oX
Les quantités u et v sont trés petites par rapport aux dimensions du rectangle dx et dy ; les

quantités ou u @ ol sont suffisamment petites pour que leurs puissances et leurs

ox' oy ox' X
produis soient négligeables. De cefait :

A ou Y ou
P'Q'=,[ dx+—dx| =dx+—dx (7)
OX OX

A . ... ou A
B e coté PQ s'est allongé de la quantité a—dx et en menant les calculs de la méme fagon on
X

trouvera que le coté PS s est alongé de la quantité v dy. Les rapports PQgPS sont
oy PQ PS
les élongations respectivement suivant I’axe des x et I'axe des y et valent respectivement
ou . ov
— e —;
ox oy
P . ov ou
B |_es mesure des angles infinitésimaux engendrés sont 6, = Y et o, = v
X y
, . . . ov adu
B |’ angle droit en P décroit de la quantité 6, + 5, = 5_+5 :
X
B Le rectangle dans son ensemble a tourné dans le sens trigonométrique de |'angle
ov odu
0,—0,=———.
oxX oy
On constate bien que::
4L es dimensions du rectangle ont changé. Les quantités Z—u et ? (les élongations)
X y

constituent les déformations normales.
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¢ L’angle droit a diminué de la quantité ¢, :?+%§, ce qui traduit en fait une mesure du
X

changement de laforme ; cette quantité est appel ée cisaillement.

X
simplement I’ angle de rotation du rectangle autour de |’ axe z.

4 La quantité szg—%en revanche n'est pas une déformation mais exprime tout

Généralisation
Dans le cas d’un volume tridimensionnel, on écrira que les composantes du déplacement d’ un

point P du paralléépipede rectangle éémentaire sont (u,v,w)et en suivant formellement
I” analyse précédente, on définirales déformations é émentaires comme suit :

=>» Déformations normales

ou
o = ——
OX
ov
Ey =—— 8
Sy (8)
ow
E,=—
0z
=>» Déformations de cisaillement
g =g =N, N
YO ox oy
gyzzgzyza—w+@ 9
oy o0z
ou ow
&, =&, =—+=+

x xz _E &
=>En plus de ces déformation le paraléépipede rectangle subit une rotation dont les
composantes sont données par :

g _W_ov
oy oz
ou ow
Qyzg—& (10)
g v _u
oX oy

De I'équation (7) et en généralisant on peut voir que les nouvelles dimensions du
parallélépipede rectangle déformé sont : dx(1+¢,,), dy(1+¢,,) et dz(1+¢,,). Le volume du

corps deformeé est alors d’environ (g, +¢,, +¢&,,)dxdydz. Lavariation de volume par unite de
volume, appel ée dilatation est donnée par :

A=¢ +&,+6 =—+—+— (11)

5.1.3. Lol de Hooke

La loi de Hooke permet de calculer les déformations d’un corps en fonction des contraintes
auxquelles il est assujetti. Cette loi n’est valable que pour les petites déformations. En effet
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passé un certain seuil de contrainte le corps présente des déformations irréversibles et n’est
plus donc élastique. Laloi est valable dans le domaine d' élasticité des matériaux.

En généra la loi de Hooke est complexe mais que I'on peut exprimer plus ou moins
simplement pour |es corps isotropes comme suit :
o, = AA+2ue;; i=XY,2Z
1l /'l 1 y (12)

oy =He;, 1L, ]=XY,2 i#]

Les constantes A et u sont appel ées constantes de Lamé. La constante p traduit la résistance
O..

au cisaillement en effet si I'on ecrit ¢; = —L on voit bien que ¢, est d autant plus petit que p
7

est grand. A cet effet la constante p est souvent appelée module de rigidité ou module de
cisaillement.

5.1.3. Constantes éastiques
Mettons-nous dans les conditions de la Figure 1 mais en considérant une éprouvette

7 = s

Comme pour I’ éorouvette cylindrique on aura:

E:G_xx
8)0(
(13)
&g
c=_"W__ %tz
8XX 8XX

Les constantes E et o sont définies comme étant le module de Young €t le coefficient de
Poisson. On définit auss une autre constante dite le module d’'incompressibilité K que I’on
définit comme suit :

On considere un milieu soumis a une pression hydrostatique p, cest a
dire:o,=0,=0,=-p et o, =0,=0,=0. Le module d'incompressibilité¢ K exprimé
en unité de pression, est défini alors par :

__P
o (14)

Ces constantes (le module dYoung E, le coefficient de Poisson et le module
d’ incompressibilité) peuvent étre exprimées en fonction des constantes de Lamé :

£ HBA+20)
(A+p)
oot (15)
24+ p)
K = 3h+2u
3

Les constantes définies ci-dessus I’ ont été en supposant un milieu isotrope, or les roches du
sous sol ne le sont pas (stratification, schistosité, etc.). De ce fait les mesures de ces
constantes dépendent de I’ anisotropie et I’ on a trouvé des différences allant de 20 a 25% entre
les mesures effectués parallélement aux anisotropies et celles effectuées perpendiculairement
a celles-ci. Cependant cet état de fait est négligé quand il s'agit de I’ é&ude de la propagation
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des ondes dans le sous-sol et I’on considére les roches comme étant isotropes, autrement les
équations seront davantage compliguées.

Les constantes définies précédemment (Ile module d' Y oung E, le coefficient de Poisson et le
module d’incompressibilité) sont positives et de ce fait vérifient quelques conditions :

0<5 <05 (16)

4 Dans lapratique les valeurs du coefficient de Poisson varient entre 0.05 pour les roches trés
dures et rigides a 0.45 pour les sédiments mous et meubles.

4 Les liquides n'ont pas de résistance au cisaillement, quand ils sont comparés aux roches,
donc ©=0.Il Sensuitaorsque o =0.5

4 Pour la plupart des roches E, K et u varient entre 0.2 a 1.2 Mégabars, E étant en général le
pluséevéet 1 le plus petit des 3.

5.2. Mouvement des ondes

5.2.1. Equation d’ onde

Considérons maintenant le méme volume éémentaire que précédemment (un parall €l épipede
rectangle infiniment petit) al’intérieur d’ un corps soumis a des contraintes et qui n’est plus en
équilibre (Figure 6). Faisons la encore I’ inventaire des contraintes agissant sur les six faces de
ce parall élépipéde rectangle élémentaire.

Figure 6. Contraintes sur un volume é émentaire en mouvement

=>»Prenons les faces deux a deux et commengons par celles colorées. Celles-ci ne seront plus
assuj etties aux mémes contraintes. Sur laface DGFE |es contraintes appliquées sont :

Selon|’axedesX: oxx+ag—xxdx :
X

oo
Selonl’axedesy: ny+a—yxdx
X

oo,
OX
Les composantes de |a force exercée sue laface DGFE sont alors :
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Selonl’axedesz: o, + dx




XX

Selon’axedes X : (o +ag—xxdxjdydz :
X

oo
Selon|’axedesy : (anyra—)i’xdxjdydz

Selon|’axedesz: (ozx + agzx dxj dydz

X
Les forces exercées sur les faces DGFE et OCBA sont opposeées, il s'en suit que la résultante
de ces deux forces a pour composantes :

Selon I'axe des X : aa&dxdydz
X

oo
Selonl'axedesy : a—yxdxdydz
X

00 dxdydz
OX

=> Sur les faces GCBF et DOAE, on utilisera le méme raisonnement, les composante de la
résultante des forces appliquées a ces deux faces seront :

Selonl’axedes z:

oo

Selon |’axe des X : —2 dxdydz
oy
oo

Selon’axedesy : a—;ydxdydz

oo
Selon|’axe des z: Wzydxdydz

=>Sur les faces DGCO et EFBA, on utilisera le méme raisonnement, les composante de la
résultante des forces appliquées a ces deux faces seront :

Selon I’axe des X : %dxdydz
z
oo

Selon’axedesy : a—yzdxdydz
z

00y dxdydz
0z

Les composantes de la résultante F des forces causant les contraintes sont la somme des
composantes des forces exerceées sur les faces prises 2 a 2.

Selonl’axedesz:

0
Suivant |’axe des X : 00y, + % 00 dxdydz
OX oy 0z
0 0 0
Suivant I’axe desy : On Dy DO dxdydz
OX oy 0z
0
Suivant I'axe des z: 004 P 004 dxdydz
oX oy 0z

Le volume élémentaire est soumis aussi & son poids: P = dmg = pdxdydzg
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Le volume éémentaire a effectué un déplacement éémentaire moyen de PP'(u,v,w) (voir

. . ~(0%u v o*w
Figureb), I'accélération est donc y | —,—,— |.
gures) y(&tz o 8t2j

Aprés avoir fait I'inventaire des forces appliquons la relation fondamentale de la dynamique a
ce parallélépipede rectangle. On écriradonc :
F+P=dmy (17)

En remarquant que I’on peut négliger le poids devant la résultante des forces causant les
contraintes et en projetant | équation (17) sur les axes de coordonnées on obtient :

=>» Suivant |I’axedes X :

a 2
0% 9% | 0% | guetyetz = p O Y cuclydlz (18)
OX oy 0z ot
En divisant les 2 membres de I’ équation (18) par dxdydz, on obtient :
a 2
8GXX+ ny+66xz_p8u (19)

ox oy oz ot
En utilisant laloi de Hooke (équation 12) en conjonction avec les équations (8), (9) et (11), on
obtient :

OA o€ Oe o€ o%u
l—+2 X 4+ xy+ Xz —
ox Mox Moy M TP

OA o’u ( o~v o4 o’w o4 o°u
A—+u|2—+ +— |+ t—||=P= (20)
oX OX oxoy oy oX0z 0z ot
OA ) ofou ov ow ou
A—+ VUt pu—| —+—+—|=p—=
oX oX\ox oy oz ot
Soit finalement :
OA o°u
(l+u)&+uvzu=p¥ (21)
2 2 2
Oquu:6121+8L21+8L;
ox- oy® oz
=» Suivant I’axedesy :
On trouverade maniére similaire:
OA R
(A+H)E+WZV=p? (22)
=>» Suivant ’axedesz:
Laauss ontrouvera:
OA 0°w
(l+u)E+MV2W:p¥ (23)

En différentiant les équations (21), (22) et (23) respectivement par rapport a X, Yy et z, on
obtient :
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2 2 2 2
(A+pu) 8§+8%+8? ey | M oW :p8_2 M N W (24)

ox- oy° oz oXx oy oz ot“\ox oy oz
Soit :

2
(/1+2y)v2A=pZTf (25)
Que I’ on peut aussi écrire sous laforme::
1 0°A
AvecaZ:MZu
p

En soustrayant la dérivée de I’ équation (22) par rapport a z de la dérivée de I’ éguation (23)
pararapport ay, on obtient :

a_z(a_w_@) = uv? (a_w_@] (27)
ot’\ oy oz oy 0z
Quel’on peut aussi écrire:
2
190y, (29)
p° ot
Avec p? =1
P

De méme on trouve en procedant de la méme fagon des résultats similaires pour 6, et 0,. Ces

équations constituent des formes différentes de I’ équation d’onde (26) dite aussi (équation
des cordes vibrantes) et qui S écrit souvent sous laforme suivante :

1 0%y
Vi ==
VEVE o
5.2.2. Solutions de I’ équation d’ onde

(28)

=>» Solution pour les ondes planes

Considérons le cas ou y n'est fonction que de X et de t. Dans ce cas |’ égquation (28) s écrit :
Oy 1 %y
o V2 ot

Cette équation est trés connue en mathématiques et porte le nom de I’ éguation de d’ Alembert.

(29)

Pour larésolution de I’ éguation (29) on va effectuer le changement de variable suivant :
Aulieu de X et t on va considérer les variable p=x—Vt e q=x+Vt. Dans cecas, le cacul
se feracomme suit :

9y _oyop_ dvaq (30)

OX 0Op OXx 0q 0OX

Soit :
oy Oy Oy
_:_+—: , 31
X op oq 9(p,q) (31)
Ladérivée seconde de y par rapport ax s écrit alors :
ow? 0 ogop o6goq og og
o gpg=at4 2L 32
oX? axg(pq) opox oqox op Oq (32)
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Soit, en remplagant g(p,q) par son expression donnée par I’ éguation (32) :
2 2 2 2 2
oy _81//+ oy +81//+ oy _81//+2 oy +81//

= = 33
ox*>  op®° opoq O9° oOgop op®  opoq  oq° (33)
De méme pour t, nous aurons :
[ 81// 8p dy oq (34)
ot op at oq ot
Soit :
oy oy oy oy Oy
VoV ( = aqj (p.q) (35)
La dérivée seconde de y par rapport at s écrit alors:
0° 1,12/ oh 8p ohaoq _v oh  oh (36)
ot ap ot aq ot op oq

Soit en remplagant h(p,q) par son expression donnée par I’ équation (35) :
2 2 2 2 2 2 2

8_1/2/:\/2 81/;_81//+81/;_81// RVE 0w 281// 0w (37)
ot op- opoq oq°  oqop op° opoq  oq°

Tenant en compte les équations (29, 33 et 37), on voit que |’ équation d’ onde (39) se réduit a
I’ équation suivante :

oy

8p6q_ (38)
Soit :

o (v g [ov).

l5)-o=(%]-ew >

v (p,q)=[G(a)d (40)

Cela veut dire que la primitive de toute fonction G(q) est solution. Cette primitive est elle-
méme fonction de ¢, dont une solution particuliere est f,(q) . La solution générale aura donc
la forme f,(q)+ f,(p). Tenant en compte le changement de variable utilisé, la solution

générale de I’ équation de d’ Alembert, qui porte elle aussi le nom de solution de d’ Alembert,
se présentera sous la forme, dont nous devons d’ exclure les points ou les dérivées secondes
n’ existent pas.

v (1) = f(X=Vt) + T, (x+Vt) (41)

De I’équation (41) on peut voir que toute fonction de (x—Vt) ou de (x+Vt) est solution du
probléme.

Exemples:

v (Xt) =sin(x—Vt)

v (xt) =0

v (Xt) =sin(x—Vt)

w(xt) = (x=Vt)°

v (Xt) =sin(x+Vt)

l//(x t) k(x+Vt)

Ce sont les conditions aux limites qui déterminent la sol ution appropriée au probléme pose.
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Une onde est définie comme une perturbation qui se propage au sein d’un milieu donné. Cette
perturbation v peut ére une dilatation quand y = Aou une rotation lorsque v =6, et la

perturbation se propage le long de I’ axe des X.
I nterprétation :

Sur le plan physique la fonction f,(x—Vt) traduit la propagation de I’ onde dans le sens dex x
positifs tandis que f (x+Vt)traduit la propagation de la méme onde dans le sens des x
négatifs. En effet on peur écrire cette derniére comme suit :

£ (X+V) = T, (~(=X=V1)) = f,(-x— V) (42)

Qui est bien une onde se propageant dans le sens des (—X) positifs c'est-a-dire des X négatifs.
Dans|’un et |’ autre sens la propagation de I’ onde se fait alavitesse V.

Démonstration

Considérons le signal ci-dessous (Figure 7), représentant une onde acoustique et atteignant le
point PO d'abscisse X0 a I'instant t0; la valeur de la perturbation en ce point est
v, = f (%, —Vt,) . Cette méme onde atteindra le point P1 d abscisse (X ;= X, +AX), al’instant
(t, =t, + At) ; lavaleur de la perturbation est aors y, = f (x, + AX=V(t, + At)) .En supposant

que le signal de I’ onde se propage sans déformation (sans atténuation), alors les perturbations
se doivent d’ étre égales. Nous aurons alors :

Vo=V, (43)
Soit :
AX
xO—Vt:xo+Ax—V(t0+At)<:>V:E (44)
Ce qui montre bien que V est la vitesse de propagation de la perturbation.
v Instant Instant
1= 1= g+
AU )’\_\ /J‘\_\ """
JaWA AL
~ TP S il . 4 X
- %o ‘I‘ Ax Jl

Figure 7. Vitesse de propagation d’ une onde

Comme lavaleur de y est indépendante de y et de z, la perturbation se doit d’ étre laméme en
tout point d’un plan perpendiculaire al’ axe des x. On appelle onde plane ce type d’ onde.

On appelle phase la quantité (x—Vt) ou (x+Vt). Les surfaces sur lesquelles le mouvement de
I’onde est le méme c'est-a-dire les surfaces sur lesquelles la phase conserve la méme valeur,
sont appelés fronts d’onde. Dans le cas de la figure présente, les fronts d’ onde sont des plans
perpendiculaires a |’ axe des X. Le front d’onde est toujours perpendiculaire a la direction de
propagation. On appelle rayon la ligne selon laquelle se propage I’ énergie transportée par
I’ onde.

126



Dans le cas ou la direction de propagation d' une onde plane n’ est confondue avec aucun des
axes de coordonnées, c'est-a-dire que I’onde se déplace le long d’ une droite passant par O et

de vecteur directeur unitaire u(l, m,n) (Figure 8).

La distance X' d'un point P quelcongque de la droite considéré, a I’ origine O est donnée par
X' =Ix+my+nz (X, y et z sont les coordonnées du point P dans le systéme de référence).

Dans ce cas |’ expression donnant la perturbation y est donnée par :
v = f(IX+ my+nz-Vt) + f,(IX+ my+nz+Wt) (45)

A
P(x. Y. Z)

63

=y
=y
(b}
(2o ]

)
¥
Y

Figure 8. Propagation d’ une onde suivant une direction oblique
=>» Solution pour les ondes sphériques

Les ondes sphériques sont des ondes dont les fronts d’ onde sont des spheres concentriques.
L’ éguation (28) exprimée en coordonnées sphériques donnera:

2 2
%{5(rza_l//j+ 1 8(Sin95_l//j+ 1 81//}_ 1 oy (46)

o\ or ) sngoo 00 ) sn’0 0¢® | V? &t

Dans un milieu homogeéne et isotrope, la propagation de I’ onde ne dépendra que de variablesr
et t, I’équation s écriradors:

1 0( ,0y 1 0%y
r? 8r( or j V? ot? (47
La solution générale de cette équation est donnée par :

l//(r,t):Fl f(r —Vt)+% £ +\t) (48)

Le premier terme de la solution indigue une onde en expansion a partir du centre et le
deuxieme une onde en compression vers le méme centre.

Pour r et t fixes r —Vt et donc sont constants. L’ onde a donc la méme valeur en tout point
d une sphere de rayon r. les fronts d’ onde sont dans ce cas des sphéres et les rayons sont
matérialisés par toutes les demi-droites émanant du centre des sphéres concentriques.

Remarque

Tres loin du centre les fronts d’ onde sphériques peuvent étre considérés comme étant plans
(Figure 9). En effet si I’on considére la distance OQ trés grande (I’ onde progresse) les écarts
PP et RR' peuvent étre considérés comme négligeable. L’ approximation reste aussi valable
au voisinage du point Q.
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Figure 9. Approximation d’ une onde sphérique par une onde plane.
5.2.3. Ondes harmoniques

Les équations (41, 45 et 48) donnant les solutions de I’ équation d’ onde donnent juste laforme
de celles-ci, mais ne décrivent pas I’ éat vibratoire des particules que I’ onde affecte. Pour ce
faire, I’ on doit chercher a savoir les déformations d’ un point fixe en fonction du temps.

La forme sinusoidale constitue la solution la plus simple a décrire I'état vibratoire des
particules, on parle alors d’ ondes har moniques. Celles-ci s expriment comme suit :
y = Acos[ 2rk(x—Vt)]

y = Asin[2zk(Ix+my+nz—Vt)] (49)

W= ?Acos[27rk(r +Vt)]

o . A
On voit bien que les valeurs de y varient entre —A et + A pour les ondes planes et entre —— et
r

+TA pour |’ onde sphérique. L’ amplitude dans I’ un et |’ autre cas est respectivement A et TA (A
étant positif).

Longueur d’onde

Dans chacune des équations (49) augmentons la variable spatiale de la quantité % pour une
méme valeur de lavariable tempst ; I’ expression obtenue de  est dans |’ ordre :

v = Acos{an(x+%—Vt)} = Acos| 2rk(x—Vt) + 27
v = Asin[27rk(lx+ my + nz+%—Vt)} =y = Asin[2zk(Ix+my+nz-Vt)+ 27| (50)

V= ?cos[znk(r +%+Vt)} =y = TAcos[an(r +Vt) + 27 |

Soit exactement les mémes quantités que celles données par les équations (49) puisque 2rt
constitue la période des fonctions sinus et cosinus.

Laquantité % est appel ée longueur d’onde, et notée A. La quantité k est dite nombre d’ onde.
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Période et fréquence

De méme s I’on fixe la variable spatiales dans les équations (49) et I'on fait varier le temps,
lavaleur de y demeure constante si I’ on augmente la variable temporelle de la quantité T telle

que T = 1 3 Laquantité T est appel ée période.

KV
La fréquence définie comme étant le nombre de fois que se répéte un signal durant la période
T est donnée par : v:lzx.
T 2

On définit aussi la fréquence angulaire par o = 2zv = 27KV . Dans ce cas les équations (49)

S écriront :
X
= Acos| w| ——t ||=
v { (v ﬂ

W = Asin{a)(wcy—Jrnz—tﬂ (51)

ool

523.0ndesPet S

Dans I’ équation (28) la variable dépendante y peut étre une dilatation A ou une rotation 6, 6,
ou 6,, ce qui veut dire qu’un milieu peut étre le siege des 2 types d’ onde.
Intéressons-nous ala vitesse de propagation de ces deux types d’ onde.

Lorsque I’onde implique une dilatation du milieu, I’équation régissant le phénomene de
propagation (éguation 26) permet de déduire la vitesse de propagation de I’ onde. Celle —ci est
donnée par :

V2=q

2:l+2u
P

V= A+2u (53)
\ p

Dans |’ autre cas, c'est-a-dire, lorsgue I’ onde est une rotation du milieu, I’ équation (28) permet
de déduire la vitesse de propagation du phénomene. Celle-ci est donnée alors par :

(52)
Soit

vi=p=£ (54)
P
Soit :
V = H (55)
p

Le premier type d onde est connu sous les noms d’ onde de compression ou longitudinale ou

de dilatation ou irrotationnelle ou P. cette derniére appellation provient du fait que ces ondes

sont les Premiéres a étre recueillies sur les sismogrammes (enregistrements des tremblements

de terre). Quant au deuxiéme type, il est connu sous les noms d’ onde de cisaillement,

transversale, rotationnelle ou S (car recueillie en Second sur les sismogrammes). On peut

s en rendre compte en comparant les vitesses des ondes P et S telles qu’ elles sont exprimées
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par les équations (53) et (55) et en remarquant que les constantes €l astiques sont positives. En

effet :
g:\/ﬂ,+2u:\/2+i >1 (56)
B H H

V oyons maintenant dans quel rapport varie lavitesse de |’onde S par rapport alavitesse de
I”onde P.

2 0.5-0
=l B (57)
a° A+2u 1l-o
Quand c variede 0 a0.5 y variede 0 a /0.5 =0.70. Ce qui veut dire que la vitesse des ondes
S est dans le meilleur des cas constitue 70% de |a vitesse des ondes P.

Les ondes S ne se propagent pas dans les fluides car p=0et en vertu de (55) la vitesse de
propagation est nulle.

=>» Nature du mouvement du milieu dansle cas d une onde P
Soit une onde P sphérique (équation 47) et tracons des fronts d’ onde espacés du quart de la

longueur d’ onde (%} en y représentant le sens du mouvement du milieu (Figure 10). Le

temps est choisi de maniere que %t:n, neN. Les fleches représentent le sens du

mouvement du milieu sur les fronts d’onde. Le milieu subit une compression maximale sur le
front d’onde B (la dilatation est minimale) et une compression minimale sur le front d’ onde D
(ladilatation est maximale).

Figure 10. Fronts d’ onde et sens de déplacement du milieu

Dans le cas des ondes P Les déplacements sont longitudinaux, ce qui explique I’ appellation
donnée a ce type d’ onde.

=>» Nature du mouvement du milieu dansle casd’ uneonde S

Soit une onde S plane et considérons le cas d’ une rotation 6, , autour de |’ axe z, et fonction de

X et det seulement et se propageant le long de I’ axe des X. L’ équation régissant |a propagation
de I’ onde dans ce cas est donnée par :
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2 2

=T 58

B ot OX
L’angle 6, est donné par :

o, 2 gy
oX oy oX

Le mouvement se traduit donc par un déplacement v dans la direction de |I’axe des 'y, v éant
fonction de X et de t. Comme V est indépendant de y et de z, e mouvement est le méme dans
un plan perpendiculaire a |I’axe des x. Il s'agit donc d’une onde S se propageant selon I’ axe
des X.
Connaissant la solution de I’ équation d’ onde (58) et en vertu de (59), on peut donner laforme

géné&raledeV par :
v=f(x-pt)+g(x+ pt) (60)

Comme pour les ondes harmoniques on peut imaginer I'éat vibratoire d'un point P en
exprimant par exemple v sous forme d’ une fonction sinusoidale (équation 49).

Quand I’onde S arrive en P (Figure 11), €ele provoque la rotation du milieu a proximité du
point P autour de I'axe Z'Z"’ (paralléle a|’axe des Z) selon un angle ¢ tres petit s bien que
I’on peut considérer les point P et P’ se sont déplacés paralélement a I’axe des y pour
donner respectivement lespoints Q" et Q.

Figure 11. Mouvement au passage d’ une onde S

5.2.3. Ondes de surface (Ondes de Rayleigh)

Ce sont des ondes qui se propagent ala surface du sol. Le mouvement des particules est limité
au plan vertical passant par la direction de propagation. Pendant le passage de I’onde la
particule subit un mouvement eliptique (le grand axe de |’ ellipse est vertical). Le mouvement
de la particule sur I’ éllipse est dit rétrograde car il est de sens opposé par rapport au sens de
propagation de |’ onde (Figure 12).
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Figure 12. Mouvement au passage d’ une onde de Rayleigh

5.2.3. Densité d' énergie, intensité et absorption

Considérons une onde P harmonique a symétrie sphérique, pour laguelle le déplacement
radial, en un point de |’ espace situé ala distance r de la source, est donné par :

u= Acos(wt +¢) (61)

Lavitesse delaparticuleest u = %

L’ énergie cinétique d’ une particule de volume dr est donnée par :

1 1
dE, = =dmu’ = = pdru? 62
- =3 2P (62)
L’ énergie cinétique par unité de volume est donc :
dc 1 ., 1 , ., .,
—=—pU° == A“sin® (ot + 63
4 Y =5 e (ot +9) (63)

L’ énergie cinétique varie entre 0 et savaleur maximale Epa)ZAZ.

La particule oscille ceci engendrera aussi, comme pour une ressort, une énergie potentielle qui
se convertit en énergie cinétique, si bien que I’ énergie totale demeure constante. L’ énergie
totale n’est autre que la valeur maximale de I’ énergie cinétique. Nous écrivons donc I’ énergie
totale par unité de volume comme suit :

Ezépa)zA2 =21%pvi A’ (64)

On définit aussi I’'intensité comme étant I’ énergie par unité de surface normale ala direction
de propagation de I’onde et par unité de temps. Pour cela considérons un cylindre élémentaire
dont I’axe est paralléle a la direction de propagation de base 6 A, salongueur est égale a la
distance parcourue par I’ onde pendant le laps de temps ot .

L’ énergie contenue dans lecylindreest : EV.6t.6 A, par conséquent I’intensité | est :

| =EV (65)
Pour une onde harmonique :
| = %chozA2 (66)

132



L’intensité de I’ énergie n’ est pas constante et décroit a cause de la dispersion géométrique, de
I’ absorption par le milieu et des phénomeénes aux interfaces. En premiére approximation on
donne:

| =1, (67)

Ou | et | sont deux valeurs de I'intensité en deux points distants de x, et o est le coefficient
d absorption (a ne pas confondre avec la vitesse des ondes P).

5.2.4. Réflexion et Réfraction
Soit un front d’ onde plan AB incident sur une surface plane (Figure 13).

Figure 13. Réflexion et réfraction d’ une onde plane

AB parvient en A’B’ lorsque A arrive ala surface. A cet instant I’ énergie se trouvant en B’
continue & parcourir la distance B'R avant d’ atteindre la surface. La viteese de propagation de

I’onde dans le milieu 1 étant V, la distance B'R est égale a V,At , ou At est I'intervalle de

temps séparant I’ arrivée de I’onde en A’ et en R. Pendant cette durée |’ énergie arrivant en A’
Sera propagé, en vertu du principe de Huygens, soit vers le haut a une distance V,At soit vers

le bas dans |e milieu 2 & une distance V,At .

En tracant des arcs de cercle de centre A’ et de rayons VAt et V,At et en tragant |es tangentes
menées de R a ces arcs, nous obtenons la position des nouveaux fronts d’ onde.RS et RT dans

les milieux 1 (supérieur) et 2 (inférieur). L’angle en S est droit et A'S=V,At=B'R. Les
triangles A’B’R et A’ SR sont égaux, il en résulte que:
6, :81, (68)

C'est-a-dire que I’angle d’incidence 0, est égale a |’angle de réflexion 0. C'est la loi de la
réflexion

Pour I’onde réfractée, I’angle T est droit et nous avons :
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V,At = A'RsinG,

. (69)
VAt = A'Rsing,
D'ou:
Vi _sing, (70)
V, sné,

5.3. Application de la propagation des ondes ala Géologie : La sismique

Nous allons voir en TP comment on peut mettre a profit la propriété des ondes a se réfracter
pour déterminer les structures du sous-sol. Il est a noter que les applications de la propagation
des ondes dans le sous-sol seront étudiées en 3°™ Année de Licence.
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