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Vecteurs

Il. Systémes de coordonnées
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0 Repérage d’un point
@ Repérage d’'un point du plan
@ Repérage d’un point dans I'espace

e Repéres locaux
@ Définition et repére local cartésien
@ Repeére local polaire
@ Repere local cylindrique
@ Repere local sphérique

e Dérivées des vecteurs de base locaux
@ Polaires - Cylindriques - Sphériques

@ Déplacement élementaire d'un point
@ En cartésien, polaire , cylindrique et sphérique
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Repérage d’un point
Repérage d'un point du plan
Repérage d’'un point dans I'espac

Repérage d’'un point du plan

Repérer un point de I'espace (ou du plan), c’est utiliser un moyen de désigner ce point
de maniére non ambigué. Cette description se fait a I'aide de 3 nombres (2 pour le
plan) qui sont les coordonnées du point. Suivant le mode de repérage utilisé, on parle
de coordonnées cartésiennes, polaires, sphériques, cylindriques...

Coordonnées cartésiennes.

. , o - =

On munit le plan d’un repére de centre O et d'une base orthonormée directe (i, j ). On
I - =

repere le point M par ses coordonnées cartésiennes (x, y) comme suit: OM = x i +y i
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Repérage d’un point

Repérage d'un point du plan
Repérage d’'un point dans I'espace

Coordonnées polaires.

Les coordonnées polaires d’un point M du plan orienté d’origine O sont :
@ Lalongueur du segment OM correspond a la coordonnée radiale p = OM

@ Langle est la coordonnée angulaire. Cet angle est mesuré par rapport a I'axe des
abscisses (Ox) .

Remarque : Contrairement aux coordonnées cartésiennes x et y, les coordonnées po-
laires p et 6 ne sont pas de méme nature. La coordonnée radiale a la dimension d'une
longueur comme x et y. La coordonnée angulaire 6 s’exprime en radian (unité d’angle
sans dimension).

Relation avec les coordonnées cartésiennes. Désignons par (x, y) les coordonnées
cartésiennes du point M et par (p,0) ses coordonnées polaires. Le passage d'un
systeme de coordonnées a l'autre est donné par les formules suivantes :

{X=pcose p=VxX+y?

. e [ Y _
— psing sinf = ——ZL——, cosf =
y=pr gy
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Repérage d’un point

epérage d’'un point du plan
Repérage d’'un point dans I'espace

Repérage d’'un point dans I'espace

Selon le méme principe que pour le plan, on peut considérer un point de I'espace
comme l'intersection de trois plans (coordonnées cartésiennes) ou trois surfaces
(coordonnées curvilignes).

Coordonnées cartésiennes.

o - = —
On munit 'espace d’'un repére de centre O et d’une base orthonormée directe (i , j , k).

On repére le point M par ses coordonnées cartésiennes (x, y, z) comme suit :
— — - =
OM=xi+yi +zk

Définition. Une courbe coordonnée est 'ensemble des points obtenus en fixant deux
des coordonnées et en laissant libre la troisieme.
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Repérage d’un point

epérage d’'un point du plan
Repérage d’'un point dans I'espace

Nous allons voir les exemples les plus classiques de coordonnées curvilignes
orthogonales

Coordonnées cylindriques.

Pour obtenir le systéme de coordonnées cylindriques, il suffit de compléter le systeme
de coordonnées polaires (dans le plan (xOy)) par un troisiéme axe : 'axe Oz avec sa
coordonnée cartésienne (appelée la cote).

La projection de M sur 'axe Oz donne la cote z. La projection P du point M dans le plan
(Oxy) est repérée en coordonnées polaires (p, 8). On a les relations suivantes :

—
[|OM|| = OM = \/p2+22: \/x2+y2+22
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Repérage d’un point
rage d’un point du plan

Repérage d’'un point dans I'espace

Relation avec les coordonnées cartésiennes. Désignons par (x, y, z) les coordonnées
cartésiennes du point M et par (p, 6, z) ses coordonnées cylindriques. Le passage d’'un
systéme de coordonnées a l'autre est donné par les formules suivantes :

X = pcosf P_sz+y2 N
=psind et { sind= = s
/2 = =

zZ=

Le point M est situé sur un cylindre d’axe Oz, de rayon p d’ou le terme coordonnées
cylindriques.

Pour positionner un point sur le cylindre il suffit de préciser la cote z et la coordonnée
angulaire 0

Pour ce systéme de coordonnées, les courbes coordonnées sont :

@ 0 et p étant fixés, la courbe coordonnée-z est une droite paralléle a 6 (axe du
cylindre)

@ 0 et z étant fixés, la courbe coordonnée-p est une demi-droite perpendiculaire a A,
ayant son origine sur A.

@ z et p étant fixés, la courbe coordonnée-6 est un cercle d’axe A.
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Repérage d’un point
rage d’un point du plan

Repérage d’'un point dans I'espace

Coordonnées sphériques. Les coordonnées sphériques (figure ci-dessous) permettent
de repérer un point sur une sphere de rayon OM = r. C’est typiquement le repérage
d’'un point sur la Terre pour lequel il suffit alors de préciser deux angles : la latitude et la
longitude.

Les coordonnées sphériques sont alors la donnée du triplet (r, 0, ¢) .
@ La coordonnée radiale r correspond a la distance de 'origine O du repére au

point M .

@ La coordonnée angulaire ¢ correspond a I'angle que fait OM avec I'axe Oz. Cet
angle, compris entre 0 et 7, est appelé colatitude (angle complémentaire de la
latitude) ou zénith.

@ La coordonnée angulaire ¢ correspond a I'angle que fait le plan défini par 'axe Oz
et OM avec I'axe Ox. Cet angle, compris entre 0 et 27, est appelé la longitude ou
'azimut.
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Repérage d’un point
rage d’un point du plan

Repérage d’'un point dans I'espace

Relations avec les coordonnées cartésiennes. Désignons par (x, ¥, z) les coordon-
nées cartésiennes du point M et par (p, 0, ¢) ses coordonnées sphériques. Le passage
d’un systéme de coordonnées a l'autre est donné par les formules suivantes :

r= /X2+y2+22

X =rsinfcos ¢ . VX2 4 y2 z
y=rsingsing et { SinN0= iyt cost = [+ 2+ 2
z=rcosd sing = —Y— , cosg =

X
e e

Pour ce systeme de coordonnées, les courbes coordonnées sont :

@ 0 et ¢ étant fixés, la courbe coordonnée-r est une demi-droite d’origine O
parcourue par le point M lorsque r varie de 0 a linfini.

@ ¢ et r étant fixés, la courbe coordonnée-6 est un demi-cercle de centre O et dont le
diametre est porté par A. Ce demi-cercle est parcouru par M pour 6 variant de 0 a
.

@ r et 6 étant fixés, la courbe coordonnée-¢ est un cercle d’axe A. M fait le tour de ce
cercle lorsque ¢ varie de 0 a 27

Master MEI



Définition et repere local cartésien
Repéres locaux e

Définition et repére local cartésien

Définition. Pour un systéme de coordonnées orthogonales (u, v, w), on appelle repére
local, le repére ayant pour_o)rig_ipe_l)e point courant M et pour base les trois vecteurs
linéairement indépendants (eg, ev, ew) définis de la maniére suivante :

o0M ao‘/\}/ o0M
a=—0_ .5 = ; ow = —W__
|1 29M,), HaOMH |1 29M,,

Repére local cartésien. Les coordonnées (u, v, w) utilisées sont (x,y, z). Les lignes
coordonnées sont des droites et les vecteurs tangents a ces lignes sont donc des vecteurs
directeurs de ces droites. Toutes les droites coordonée-x sont paralléles entre elles et ont
donc méme vecteur directeur, de méme pour y et z. Dans ce cas les vecteurs de base
locaux sont donc en tout point les mémes vecteurs (?x, e_}, Eﬁ). On peut donc écrire :

—
OM = x&; + y&y + zé;

Ce qui conduit de suite a :
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Définition et repére local cartésien
Repéres locaux Repére local polaire

Repére loc ylindrique

Repé

Repére local polaire

oOOM HOM
g = _Op g _ 00
e N, Ny

Il est facile d’exprimer les coordonnées de ces vecteurs dans la base cartésienne et le

calcul de agM et de sa norme N, égale a 1, ainsi que 60M et de sa norme Ny égale

06
a p nous donne

Définition. Les vecteurs de base du repére polaire local sont définis par :

— =
€ :?XcosGJreysme
8 = —exsinf + &, cos

e_; est le vecteur unitaire radial et & est le vecteur unitaire orthoradial
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e local cartésien
Repéres locaux
Repere local cylindrique
Repére local sphérique

Repeére local cylindrique

Les coordonnées (u, v, w) sont (p, 0, z). Les calculs sont les mémg§ que pour les
coordonnées polaires e, et ey, le troisiéme vecteur de base étant e;

Définition. Les vecteurs (e_;, e_g, E;) définis par

e?,:ejcos&+e7‘sin9
& = —E}sin@—i—gy)cose
4

forment une base orthonormée directe de I'espace.

Les formules inverses s’obtiennent trés simplement :
& = cosfe, — sin6g,

— .
ey = smé’e_p> +cos€e_9>

Q)
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e local cartésien
Repéres locaux

Repére local cy >
Repere local sphérique

Repére local sphérique

—
u,v,w)sont(r,0,¢ .OnaOM:rsin@cosgﬁ?x)+rsin6‘sin¢?+rcosee_§.
y

— —
Ce qui nous permet de calculer ang QI%M et Bgé\ﬂ ainsi que leurs normales, ce qui
nous donne

Définition. Les vecteurs (?,, .?g, E;) donnés par

Ny =1 et E,’ = sin@cosg&?x + sinfsin ¢>e_y> +cos€5§
Ng=r et e_g) = cos€cos¢5x> + cos 6sin (be_}/) — sin 95;
Ny =rsing et @:—sinqﬁ?x—i-cosqSe_}

constituent une base orthormée directe de I'espace.

Les vecteurs de base cartésiens s’écrivent en fonction de cette base locale de la fagon
suivante :

?X = sinfcos qur) + cos 6 cos qbe_g —sin ¢e_¢>

e_} = sin#sin ¢>Er> + cos @ sin ¢>e_§ + cos¢€£

—)
ez

— L=
= cosfer —sinfey
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Dérivées des vecteurs de base locaux RAENED = EIEIPED e SEIIES

Coordonnées polaires du plan - Coordonnées cylindriques et
sphériques de I'espace

En coordonnées curvilignes, les vecteurs de base dépendent du point ou on les
considére : ce sont des fonctions de ce point. Lorsqu’une grandeur s’exprime en
fonction de vecteurs de base locaux, les dérivées de cette grandeur font intervenir les
dérivées de vecteurs de la base. Voici quelques dérivées de ces vecteurs.

Coordonnées polaires et cylindriques. Des expressions des vecteurs e_; et e_g, il résulte
que les dérivées de ces vecteurs par rapport a 6 s’obtiennent en faisant tourner le vecteur
de +g. On adonc :
_)

0 _ o 08 _ o

a6 T o8 i
Coordonnées sphériques. On constate que les trois vectg)Jrs de la base locale sphé-
rique ne dépendent pas de r. On voit aussi que le vecteur e, est indépendant de 6. Les
dérivées qui ne sont pas nulles se calculent directement et on a :

5

oe . Oey —
726977:_1
o0 a6
de . 98 _, 98, R —
=sinfes , — = cosfe, , —- = —sinfer — cos fe,
a6 * "o¢ ° ’ ¢
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En cartésien, polaire , cylindrique et sphérique

Déplacement élementaire d’un point

Déplacement élementaire d’un point

Définition. On appelle déplacement élémentaire ou infinitésimal d’un point, le vecteur
décrit par ce point lorsque ses coordonnées subissent des variations arbitraires mais
infinitésimales. Si les coordonnées utilisées sont (u, v, w) I'expression dans la base du
déplacement élémentaire résultant de variations du, dv, dw est :

— — —
M M M
dOM = 860u du + aaov av + 8§W aw = Nydug,, + Nydve, + Nudwey,

Pour les systemes de coordonnées les plus courants on a :

—
En coordonnées cartésiennes : dOM = dxey + dye_} + dze}
—
En coordonnées polaires : dOM = dpe_p) + pd@e_g
—
En coordonnées cylindriques : dOM = dpe_g + pdee_g> + dze;

En coordonnées sphériques : da;l = dre; + rdoeg + rsin 9d¢e—¢>

Master MEI



CBon counagy
LIENS UTILES

Visiter :

l. https://biologie-maroc.com
e Télécharger des cours, TD, TP et examens résolus (PDF
Gratuit)

2. https://[biologie-maroc.com/shop/
* Acheter des cahiers personnalisés + Lexiques et notions.
e Trouver des cadeaux et accessoires pour biologistes et
géologues.
* Trouver des bourses et des écoles privées

3. https://biologie-maroc.com/emploi/
o Télécharger des exemples des CV, lettres de motivation,
demandes de ...

¢ Trouver des offres d'emploi et de stage

inja] f [@lolo]y



https://www.facebook.com/biologiemarocofficiel
https://www.instagram.com/biologiemaroc/
https://www.youtube.com/c/BiologieMaroc?sub_confirmation=1
https://www.pinterest.com/BiologieMaroc/
https://twitter.com/BiologieMaroc
https://web.facebook.com/groups/Biologie.MAROC
https://www.linkedin.com/company/biologie-maroc/
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/shop/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/shop/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/shop/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/shop/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/shop/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/emploi/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/emploi/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/emploi/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/emploi/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/emploi/?utm_source=file&utm_medium=pdf
https://biologie-maroc.com/emploi/?utm_source=file&utm_medium=pdf

	Mécanique - Electricité.pdf
	Cours_2_Vecteurs.pdf
	Repérage d'un point
	Repérage d'un point du plan
	Repérage d'un point dans l'espace

	Repères locaux
	Définition et repère local cartésien
	Repère local polaire
	Repère local cylindrique
	Repère local sphérique

	Dérivées des vecteurs de base locaux
	Polaires - Cylindriques - Sphériques

	Déplacement élementaire d'un point
	En cartésien, polaire , cylindrique et sphérique


	Liens Utiles.pdf

