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llESiéquence 1

Les suitesnumeériques

Sommaire

1. Pré-requis

2. Le raisonnement par récurrence
3. Notions de limites

4. Synthése

Dans cette séquence, il s’agit d’une part
d’approfondir la notion de suites numériques
permettant la modélisation d’un certain
nombre de phénoménes discrets et d’autre
part, a travers I’étude des limites de suites,
de préparer la présentation des limites de
fonctions.
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. Pré-requis

F¥ Généralités sur les suites

1. Généralités

a) Définition et notations

Dé&finition )

On appelle suite numérique toute fonction numérique définie sur N ou
sur I'ensemble des entiers supérieurs a un certain entier naturel n;.

m Notations La suite est notée respectivement (u,,),_p ou (u,) ou plus simplement (u,, ).

I’IZHO
Le terme de rang nest noté u,.

b) Vocabulaire

/<Définition ) ~N

Soit (u,)une suite définie sur 'ensemble des entiers supérieurs a un certain entier naturel n;.
On dit que :

e |a suite u,

e |a suite u,

(u,,) est croissante si pour tout n>ny, u, 42 U,,
(u))
e la suite (u,)est décroissante si pour tout n> Ny, Uy SU,;
(u))
(u,)

est strictement croissante si pour tout n= Ny, Uy >4,/

n

e |a suite (v

n est strictement décroissante si pour tout n= Ny Uy <u,,

e |a suite u,

e si une suite est croissante ou décroissante, on dit qu’elle est monotone.

N\ J

est constante si pour tout n=> NyrUpp1=Up/
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/(Définition ) ~N
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Soit (u,) une suite définie pour n>n,. On dit que :
e la suite (u,) est majorée s'il existe un réel Mtel que pour tout n>ny, u, <M ;

e la suite (un)est minorée s'il existe un réel mtel que pour tout n> Ny, U, =m;

e la suite (u,,) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

J
c) Propriétés
Propriéete Propriete
Soit (u,,) une suite définie pour n>n;. Soit (u,)une suite définie pour n=>n
* Si (u,,)est croissante alors pour par u,=f(u,)ou f est une fonction
tout n>p>ny ona u, >, définie sur [ g ; +oo[
* Si (u,) est décroissante alors pour *Si f est croissante sur [ ng ;o]

alors (u_) est croissante.
tout n2p=ny, ona unSup. (”)
e Si fest décroissante sur [”0 : +o<>[alors

(u,,) est décroissante.

La réciproque de ces résultats est fausse.

2. Suites arithmétiques

/< Définition Relation de récurrence )ﬁ

La suite (un)n>n est dite arithmétique s'il existe reR tel que pour
=My

n+1

tout nZnO, u =Uu,+r.

Le réel rainsi défini est appelé raison de la suite arithmétique (u),).

N J

Propriete Expression de u,, Propriété Variations
en fonction de n
Une suite arithmétique de raison r
Si (un)n>n est arithmétique de raison r est strictement croissante si r > 0,
=0 strictement décroissante si r <0 et
alors pour tout n=n, et pour tout p=ny, constante si r=0.

onau, :up+(n—p)><r.
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Propriétée Somme de termes
Si (un )nZHO est arithmétique alors pour tout p>n, et pour tout n>p,
n
up+up,

Y =Up+Uy gt Uy = (0= p+1)X
k=p

=nombre de termes x moyenne
des termes extrémes.

n(n+1)

n
En particulier: Y k=1+2+..+n=
k=1

3. Suites géomeétriques

Définition Relation de récurrence

La suite (un)n>n est dite géométrique s'il existe geR tel que pour
=My

tout n=ny, U, 1=U,xq.
Propriéetée Propriéetée Variations
Expression de u,, en fonction . N . .
de n La suite (q ) est strictement croissante
nzn

si g>1, strictement décroissante si 0<g<1 et

Si (un) ., est géométrique de

, =N constante si g =1 ousi g=0. Lorsque g < 0, la suite
raison g #0 alors pour tout n=>n,

est alternée (elle n'est donc pas monotone).
et pour tout p>n,, ona ( P )

_ n—p
Up=tpxq ",

Propriéete Somme de termes

Si (un) est géométrique de raison g #1 alors pour tout p >n, et pour tout n>p,
I‘IZIIO

n 1— qn—p+1 1— qnombre de termes
Zuk:up+up+1+...+un:UPXT:premlertermex =g
k=p
n P 5 1_qn+1
En particulier, pour tout réel g #1 : 2 g =1+q+q°..+q" = 1
k=1 -4
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» Solution

4. Un exemple : étude d’une suite
arithmético-géomeétrique

On souhaite étudier la suite (u,)définie pour tout entier naturel n
par u, 4 :6—0,5un et u, =1.

1. A I'aide de la calculatrice ou d'un tableur :

a) établir un tableau de valeurs de la suite (u,);

b) proposer une représentation graphique de (u,);

c) conjecturer les variations de (u,), ainsi que son comportement pour de
grandes valeurs de n.

2. Soit (v,)la suite définie sur N par v, =u, —4.

a) Démontrer que la suite (v,,) est géométrique. En préciser le terme initial et la
raison.

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
¢) Conclure quant aux variations de la suite (u,7 )

d) Ecrire un algorithme permettant de déterminer la plus petite valeur de n pour
laquelle 4 —A<u,<4+A ol A est un réel positif quelconque.

1.

a) Avant de travailler sur la calculatrice ou sur un tableur, il est nécessaire
de savoir travailler « a la main ». Pour obtenir un tableau de valeur de la
suite (u,,), on détermine ses termes de proche en proche, a |'aide de la relation
de récurrence v, 4 =6-0,5u, ainsi que du terme initial vy =1.

On obtient donc Up=1, uy=6-0,5uy=6-0,5x1=5,5,

Uy =6-0,5 Uy =6-0,5x5,5=3,25, etc.

A I'aide de la calculatrice TI82 Stats.fr (ou TI83, TI84), on procéde de la facon
suivante :

On se place en mode Suit (ou mode SEQ). :;ﬁtiinfaﬁ Flots
On définit la suite par le menu f(x) (ou Y=) ainsi 'i"g‘(”)aﬁ'"a' SHUCR—
que le montre I'écran ci contre. Il faut faire uEnI;IiH}E{l}

. e . . L=
gttentlon en deflnlssapt I.es suites car sur les TI, Ol miing=
il y a un décalage des indices : on doit remplacer ~ |“wt®3=
n+1 par netdonc npar n—1.

o lude
On configure le tableau de valeurs par le menu T 1
déftable (ou TBLSET) en choisissant une valeur g ﬁ?;
de départ égale a 0 (premiére valeur de |'indice) d 35%5
et un pas de 1. & 3.9531
n=a

On obtient alors le tableau dans lequel on peut naviguer par le menu table.
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A I'aide de la calculatrice CASIO Graph 35+, on procéde de la facon suivante.

On se place en mode RECUR, on définit la suite (2¢ écran ci-dessous), le
fonction SET (F5) permet de définir le terme initial et les termes dont on
cherche des valeurs approchées (3¢ écran), on revient a |'écran précédent
(EXIT) et la fonction TABLE (F6) nous donne le tableau de valeurs (4€ écran).

aﬁ"/fﬁf" I’IHIN MENU fi-"}f’ Fecursion
an+1=6—0. Sxarl
[Gm br+1: [=1
ERRPH wnn TFIBLE Chit+if [—1]
COHICS EQUH F‘REM TUM
h= s é r:] % FEI Ch Tan Jbn ] Cnl
Table Sellinsg r+1
Startia ikl An+i
End : T
30 i1 N -
lw I 2 a.asl
Co . 3 4,375
anStrif e
ERER ETIDEL J [WEE F-cor[aFLT

A laide du tableur
d'OpenOffice, on entre le

B3 ] & = = [-60582

terme initiale en B2 puis A s
on obtient les termes _1 | n _ Yo |
successifs de la suite en 2 0 ] -
entrant en B3 la formule :’ 1
=6-0,5%B2que l'onre- % | 2 3,25

5 3 438

copie vers le bas.

A I'aide du tableur de GeoGebra, on procéde comme ci dessus en entrant le
terme initiale en B2 puis la formule =6—0.5%B2 en B3.

A 8 Une fois que I'on dispose du tableau
1 |n Un de valeurs, on obtient rapidement
2 0 1 une représentation graphique de la
" 3 1 55 suite en sélectionnant la plage A2 :
P, |4 2 3.250 B8 (par exe_mple) pui§ en choisissar!t
5 3 438 créer une liste de points aprés avoir
Point P, (A4, El4)| 6 4 3.81 cliquer-droit. On obtient alors une
7 5 4.09 suite de points dont ['abscisse
—| s 6 3.95 représente net l'ordonnée estu,, .

b) Nous venons de voir comment on pouvait représenter la suite (u,)a I'aide de

GeoGebra, en placant nnen abscisse et u, en ordonnée comme on le fait pour
représenter une fonction. Cette représentation peut aussi étre obtenue a |'aide
du tableur d'OpenOffice ou de la calculatrice.

Nous allons voir une autre facon de représenter une suite (u,,) dont le terme
général vérifie la relation de récurrence v, ,=f(u,) ou fest une fonction.
La méthode est générale mais nous |'appliquerons dans le cas particulier de
notre exemple.

Pour tout neN, u,,,=6-0,5u, ainsi u, ,=f(u,) ol fest la fonction
affine définie par On trace la courbe 6 représentant la fonction f ainsi que
la droite A d'équation y = x.
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L'idée est alors de placer les termes successifs vy, u,, u,, ... de la suite sur I'axe

des abscisses.
On commence par placer u sur I'axe
des abscisses.

On place alors le point £, de €,
dont I'abscisse vaut u,.

Par construction, £y a donc pour
ordonnée f(u,) c'est-a-dire u,.

Il reste a « ramener » uy surl'axe des
abscisses. Pour ce faire, on détermine
le point de A ayant pour ordonnée
u,. Par construction, ce point a donc
pour coordonnées (u1 ; u1) et le réel
uy peut étre placé en abscisse.

A partir de upen abscisse, on
recommence le  procédé en
déterminant le point A d'ordonnée
f(u) Cest-a-dire u, puis en
«ramenant» wu, sur l'axe des
abscisses a |'aide de la droite A.

On poursuit le procédé de la méme
facon obtenant ainsi les premiers
termes de la suite (u,,)sur I'axe des
abscisses.

M
0
O o 1 1 1
Ug 2 4 u16
P /
k._\o ~ y=X
Uy >
4 —
: P
N N N
27 Ll e
0 A
1 | 1
Ouy o Uy 4uy 1,6
Uy

On peut remarquer que, sous GeoGebra, on peut simplement obtenir en
abscisse les réels successifs Uy, Uy, Uy, ...d"une suite définie par Up g :f(un)
connaissant g en créant un curseur n sur un intervalle allant de 0 a 20 (par
exemple) puis en entrant dans la barre de saisie (itération[f(x),uo,n],O) et dong,
sur notre exemple (itération[6-0.5x,1,n],0). On active alors la trace du point créé
et il suffit de faire varier le curseur pour obtenir les termes successifs de la suite.
Par cette méthode, on peut observer rapidement le comportement de la suite ; en
revanche, on perd de vue I'aspect géométrique de la construction.

A I'aide de la calculatrice TI82 Stats.fr (ou
TI83, TI84), les données ayant été entrées
comme indiqué précédemment, puis dans le
menu Format on choisit pour cette méthode

de construction « Esc » (ou « Web »).

Aprés avoir déterminé la fenétre graphique
(dans notre exemple, la fenétre standard
convient), on obtient les tracés nécessaires en appuyant sur « graphe ». Pour
visualiser la construction, on se place en mode « trace » puis on utilise les fleches.

A I'aide de la calculatrice CASIO Graph 35+,
les données ayant été entrées comme indiqué
précédemment, on utilise la fonction WEB

(F4).
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u=g=-0.5%uim=-11
-\_‘_\_‘-\-

e _

=2k

i+l

An+1

{0 ]

| 5.5

2 3.85
3 4,35 5
ETIDEL [WEE F-con [GFLT



Apres avoir déterminé la fenétre graphique par | —~

SHIFT V-WIN (F3), on obtient les tracés
nécessaires en appuyant sur « EXE » plusieurs

fois. /

c) Al'aide des tableaux de valeurs et représentations graphiques obtenus, il semble
que la suite (u,) ne soit pas monotone (elle semble étre alternée autour d'une
certaine valeur). De plus, lorsque n devient grand, les termes de la suite (u,)
semblent tendre vers une valeur limite voisine de 4 qui graphiquement, semble
correspondre a I'abscisse du point d'intersection des deux courbes tracées.

2.a) Soit neN.

Par définition de (v, ),ona v, =u,, ;-4 or, par définition de (u,),on a
u,,1=6-0,5u, donc v, ,=(6-0,5 ”n)_4:2—0:5 up.

n+1—
Puis, de v,=u,—4,on déduit u,=v,+4.
On obtient donc V1= 2—0,5(vn+4)= 2-0,5v,-2=-0,5v,.

Finalement, pour tout ne N, v,,1=-0,5v, cequi signifie que la suite (vn)
est géométrique de raison —0,5.

Le terme initial de (v,)vaut vy =u,—4=1-4=-3.

b) La suite (v,)est géométrique de raison —0,5 et de terme initial v, =-3
donc pour tout ne N, v, =-3x(-0,5)" puis, de u, =v_+4, on déduit que
pour tout ne N, u, =4-3x(-0,5)".

c) La suite (v,)est géométrique de raison —0,5 (la raison est strictement
négative) donc elle est alternée et n'est pas monotone. En appliquant la
fonction affine décroissante x > 4 + x successivement a tous les termes de
la suite, on s'apercoit que les termes successifs de (u,,) sont alternativement
inférieurs et supérieurs a 4. La suite (u,,) n'est donc pas monotone. Les termes
successifs de (u,,) sont alternativement inférieurs et supérieurs a 4.

d) Selon la conjecture effectuée précédemment, il semble que lorsque n devient
grand, les termes de la suite (u,,)tendent vers une valeur limite voisine de 4
autrement dit, il semble que u,, puisse devenir aussi proche de 4 qu'on le
souhaite, pourvu que 7 soit suffisamment grand.

Ainsi, imaginons que I'on souhaite trouver la plus petite valeur

T i t’ll;:;;; de n pour laquelle 3,9<u, <4,1. On peut travailler a 'aide du

B 28631 tableau de valeurs obtenue a la calculatrice ou sur tableur pour

E ;:EEE; constater, par balayage, que la condition semble vérifiée a partir

J ;-ggﬁ de n=5. On remarquera cependant qu‘on ne peut pas affirmer

ﬁl;l- 4.001E sans argument supplémentaire que tous les termes de la suite sont
=11 situés entre 3,9 et 4,1 a partir du rang 5.

Si on souhaite trouver la plus petite valeur de 7 pour laquelle 3,99 <u, <4,01,
la méme méthode conduit a conclure a choisir une valeur minimale de n
égale a 9.
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La démarche que I'on vient de suivre est une démarche algorithmique. Nous
n‘avons pas écrit I'algorithme a proprement parlé mais nous avons suivi un
procédé qui nous a conduit a déterminer la valeur de n répondant au probléme.
En effet, en partant de n=0, nous avons observé la valeur de u,, nous
I'avons comparée a 3,9 et a 4,1 et nous avons poursuivi tant que la condition
3,9<u, <4,1 n'était pas vérifiée, C'est-a-dire tant que u, <3,90u u, >4,1.
Dés que la condition était vérifiée, nous avons pu conclure.

Nous allons suivre cette démarche pour écrire un algorithme donnant la valeur
minimale de npour laquelleona 4—A<u, <4+ A ou Aestun réel quelconque.

Lire A on demande la valeur de A
N0 on initialise l'indice de /a suite a 0
U1 U désignant les termes successifs de

la suite, on précise la valeur de Uy
Tantque U<4—Aou U=>4+A faire on entre dans la boucle « tant que »

N« N+1 on incrémente l'indice
U«—6-0,5U on calcule le terme de la suite suivant
Fin du Tant que on sort de la boucle lorsque
4-A<U<4+A
Afficher N on affiche la valeur de N obtenue

lorsque 4—A<U<4+A

On peut implémenter cet algorithme a I'aide du logiciel Algobox (ci-dessous) :

¥ VARIABLES

- A EST_DU_TYPE NOMBRE

N EST_DU_TYPE NOMBRE

- U EST_DU_TYPE NOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

- LIRE A

= N PREND_LA_VALEUR 0

~ U PREND_LA_VALEUR 1

w TANT_QUE (U<=4-A OU U> =4+ A) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE

N PREND_LA_VALEUR N+1

U PREND_LA_VALEUR 6-0.5*U
FIN_TANT_QUE

- AFFICHER N

= FIN_ALGORITHME

On peut implémenter cet algorithme a I'aide de la calculatrice (Tl ou casio) :

PROGRAM: EXFLEL s=====fXPLE] ======
:FPromet H s

TN aaNd

1l 1-3lla

thile U=4-A or While Uzd4-A Or Uzxd+[/e
U=4+A H+1+He

tH+1+H &—@. dxlU+U«

16—, S+ Whil=End«

:Dise N [ToF [ETH B T [Fera [P
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Il ne reste qu'a faire tourner ces programmes en vérifiant qu'ils fonctionnent
bien pour les résultats que I'on a obtenus a I'aide du tableur, c'est-a-dire
qu'ils renvoient respectivement n=5 et n=9 lorsque I'on choisit A=0,1
ou A=0,01. On peut ici choisir n'importe quelle valeur de A aussi petite soit
elle et on peut constater qu'il faut choisir n de plus en plus grand pour que la
condition soit réalisée.

Remarques e la suite (u,)proposée dans cette exemple a un terme général vérifiant

U, q=au, +b. Cette suite n'est ni arithmétique (car a #1) et ni géométrique
(car b#0). Son terme général a cependant une forme remarquable puisqu'il
s'obtient en multipliant le précédent par un réel constant (aspect géométrique)
et en lui ajoutant un réel constant (aspect arithmétique). Pour cette raison, une

telle suite est dite arithmético-géométrique.

e Laméthode utilisée ici pour étudier la suite (u,,) est générale. On commence par
chercher I'unique solution o de I'équation x = ax+b. Puis on définit une suite
auxiliaire (v,)par v, =u, —o. On montre alors que (v, )est géométrique de
raison & ce qui permet d'exprimer v, puis v, en fonction de n.

5. Exercices

_ u,
M 2430

Exercice A Soit la suite (u,) définie par uy =1 et pour tout entier 1, u
© Calculer les termes uy et u, .
O La suite (u,,) est-elle arithmétique ? géométrique ?
© On admet que, pour tout 1, u,, n'est pas nul. On pose v, :1+i .

. . u
a) Calculer les trois premiers termes de (v,,). n

b) Déterminer la nature de (vn).
¢) Exprimer v, en fonction de n. En déduire u,, en fonction de n.

5 2
_ W, 2 2u, O
» Solution  1.0na:u = =—etu,= = =—,
2+3u0 5 2+3u1 2+3><E 4
5

2.0na: uj—uy =—§ et u,) —uy :—% donc (u,,) n'est pas arithmétique.

.U 2 u 5 . s
Puis == et —2:5 donc (u,) n'est pas géométrique.

Uy 5 u
3.a)0na:v0:1+£:3,v1:1+£:6 et v2:1+£:9.
Up Uy u,
2+4u
b) SoitneN.Ona:v, =1+ 2 =1+ 2 _ ”:i+4:vn+3.
Upyq 2un up Up
2+3un

Ainsi, pour tout neN, v, . =v_+3.

La suite (v,) est donc arithmétique de terme initial v, = 3 et de raison 3.
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Exercice B

» Solution

¢) Pour tout neN, v_=v,+nr donc pour tout neN, v =3+3n. De plus,

2
pour tout neN, u = (en remarquant que pour tout ne N, v, #1)
V —
n

donc pour tout ne N, u_= L
T 243n
On définit une suite (u,) par 1
Up41= 5 +2n—1 pour tout ne N,

© Calculer les premiers termes de la suite (un). Que peut-on conjecturer
concernant sa nature et son sens de variation ?

© On pose v, =u, —4n+10.
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique que |'on caractérisera.

b) En déduire I'expression de v, en fonction de n puis celle de u,, en fonction
de n.

¢)On pose S, = ZUk:u0+u1+...+un. Donner I'expression de S, en

fonctionde n. k=0

1 1 1 3
OOna:uy=1, Uy==Uy+2xX0-1=—, Uy ==U;, +2x1-1==,
0 1 D) 0 2 2 D) 1 4

1 27 1 107

Uy ==Uy+2X2-1=—, Uy ==U;+2X3-1=—

37272 g laTyBT 16

,) semble croissante a partir du rang 1, elle n'est

L Uy 4

ni arithmétique (car Uy —Ug # Uy — Uy ), ni géométrique (car — #—=).
Up U

et, au vu de ces résultats, (v

® a) Soit neN.

Ona:v, =un+1—4(n+1)+10=%un+2n—1—4n+6=%un—2n+5

or u,=v,+4n-10 d'ou vnH:%(Vn+4n—10)—2n+5:%v,7 ainsi, pour

tout neN, v v, et (v,) estune suite géométrique de raison g = 2

n+1=E

et de terme initial vy =u,-4x0+10=11.
1 n
b) Pour tout neNN, vn=voxq”=11(§) or u,=v,+4n-10 donc pour

n
tout neN, u, :11(%) +4n-10.

n n n n n
o Pourtout neN, S, = u = v, +4k=10= v, +4) k- D 10
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n+1
1
n 1—L2j 1 n+1 1
or Y v =1—"2 =22 1-(—) Zk ”_+

2
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n
et ) 10=10+10+..+10="10(n+1) ainsi, pour tout ne N,
k=0 n+1termes

1 n+1 nn+1) 1 n+1
S,=22 1—(§J +4 5 —-10(n+1)=22 1_(Ej +2n2-8n-10.

Exercice C Lasuite (u,) est une suite géométrique. Son premier terme vaut 5, une valeur
approchée au centiéme de son onzieéme terme est 1008 enfin sa raison est un
décimal négatif.

Que vaut la raison de la suite (un)?
» Solution  La suite (u,) est une suite géométrique de terme initial 5 donc, en notant g sa
raison, le onziéme terme vaut 5xq " .

On peut alors travailler par balayage a |'aide de la calculatrice ou d'un tableur.

Flotl Flatz Flot: bl "1 & V'
=YM1BS+x™ 18 -2 Eiz0 1.7 1008
e SelE 5 (i
“Wa= - : 3

1008 1008
wNy= 1.6 | E49.76 B-'ﬁ 1008
“Yeg= -1 ZER.:E 4.7 inng
W E= -1h | dW4ED 1.7 1008
wMa= w==1,7 =-1.693935

Il apparait alors qu‘une raison égale a —1,7 convient.

On peut remarquer que ¢a n'est pas la seule possibilité puisque, par exemple, une
raison de —1,699995 convient tout autant.

Exercice D  On propose deux contrats d'embauche pour une durée déterminée d'un an.

Contrat 1 : un salaire au mois de janvier de 1100 euros puis une augmentation
de 37,5 euros par mois.

Contrat 2 : un salaire au mois de janvier de 1100 euros puis une augmentation
de ¢ % par mois.

Déterminer le pourcentage a 0,01 prés afin que les deux contrats soient
équivalents.

» Solution  On remarque que les contrats seront considérés comme équivalents si la somme
totale versée au terme des douze mois d’'embauche est la méme.

La suite des salaires obtenus selon le contrat 1 est une suite arithmétique de
terme initial 1100 et de raison 37,5 ainsi, le salaire du mois de décembre vaut

dans ce cas 1100+ 11x37,5=1512,5 de sorte que la somme des douze premiers

1100+1512,5
salaires soit égale a 12 fﬂ 5675 euros.
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La suite des salaires obtenus selon le contrat 2 est une suite géométrique de

terme initial 1100 et de raison 1+m ainsi la somme des douze premiers

N
1_(”100) 110000 v
salaires est égale a 1100 =— 1- 1+L euros.
t t 100
1= 14—
100

Pour que les deux contrats soient équivalents, on cherche donc une valeur de ¢

12
approchée au centiéme telle que il ?OOO [1 (1+ﬁ] ]_ 15675.

On travaille par balayage a I'aide de la calculatrice (voir exercice C pour la
démarche) ou d'un tableur en entrant les taux tdans la colonne A et le montant
total dans la colonne B.

-(110000/A8)*(1-(1+A8/100)"12,

bl e SN o S TSI R
U R Y N R
3,02 15628,9821
3,03 15637,8657
-...3,05. 156556508
3,06:_15664,5523
SR MbeT o e RGN RS
S Ge SRR RTE L e
R RS SRR

a1 157091489 £
..302: smi80861.

Il apparait dés lors qu'un taux d'accroissement mensuel d'environ 3,07 % pour le
contrat 2 permet d'obtenir deux contrats équivalents.
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Le raisonnement
par récurrence

Objectifs du chapitre

On présente dans ce chapitre, un nouvel outil de démonstration : le raisonnement
par récurrence. Ce type de démonstration s'aveére efficace pour résoudre beaucoup
d'exercices sur les suites. On retrouve aussi ces raisonnements par récurrence dans
tous les domaines des mathématiques (pour les spécialités maths de terminale S,
par exemple, un certain nombre d'exercices d'arithmétiques nécessitent ce type
de démonstration).

| P
L'idée
1. Deux exemples trés concrets

a) Imaginons que I'on dispose d'un certain nombre de
dominos placés les uns a la suite des autres. Pour les
faire tomber, il faut que deux conditions soient réunies :
il faut faire tomber un domino et il faut que la chute d'un

o domino entraine la chute du suivant. Lorsque ces deux

conditions sont réunies, on admet naturellement que

tous les dominos placés derriere le premier domino
renversé vont tomber.

aaplL”

b) Imaginons que I'on dispose d'une échelle. Si on sait monter sur un barreau de
I'échelle et si on sait passer d'un barreau quelconque a son suivant, on admet
naturellement que |'on peut atteindre n'importe quel barreau situé au dela du
premier barreau sur lequel on est monté.

C'est cette idée que nous allons formaliser.

2. Un exemple moins concret

Reprenons la suite (un)proposée dans |'exemple chapitre 1. 4) a savoir (un)
définie pour tout entier naturel n par v, ,=6-0,5u,et u,=1. A la fin de
I'exemple, nous avons montré que le plus petit entier npour lequel 3,9 <u, <4,1
était n=>5. En revanche, on ne sait pas si la condition 3,9 <u, <4,1 est vérifiée
pour tout n>5.
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Initialisation :

Hérédité :

o : . 131
On peut bien sir calculer les termes suivants pour obtenir ug :§z4,094,

Ug = % ~ 3,953 ou encore u; = % ~4,023 et constater que la proposition

« 3,9<u, <4,1 » est vraie pour n=6, et n=7 mais est-elle vraie pour tout
n>57? Comment le démontrer puisque |'on ne peut pas faire une infinité de
vérifications ?

La proposition « 3,9<u, <4,1 » est vraie au rang n = 5. Autrement dit, le

.......

monter sur I'un des barreaux de I'échelle.

Supposons désormais que la proposition « 3,9<u, <4,1 » est vraie au rang
n =k autrement dit, supposons que 3,9 < u <4,1.

On aalors —0,5x4,1<-0,5u, <-0,5%3,9 puis

6-0,5x4,1<6-0,5 u < 6-0,5x3,9 ce qui donne 3,95< Up 1< 4,05
or [3,95;405]c[3,9;41]donc  3,9<u; ;<41 et la proposition
« 3,9<u, <4,1 » estvraieaurang n= k+1. On vient de démontrer que le fait
que la proposition soit vraie au rang n= k entraine le fait qu'elle le soit au rang
n=k+1.Autrement dit, la proposition est héréditaire, on sait que la chute d'un
domino entraine la chute du suivant ou encore on sait passer d'un barreau de
I'échelle au suivant.

Les deux conditions (initialisation et hérédité) sont réunies, on peut donc conclure
que pour tout n>5,0na 3,9<u, <4,1.

L’'axiome

Soit une proposition % , dépendant d'un entier naturel ».

Pour démontrer que &, est vraie pour tout entier n>ny, il suffit de
montrer que :

(1) la proposition est vraie au rang 1 ;

(2) pour un entier k quelconque (k >n, ) P vraie entraine P, vraie.

Ainsi, pour démontrer par récurrence qu'une proposition liée a un entier
naturel n est vraie pour tout n>n,, on procéde en trois étapes.

On vérifie la proposition au rang initial .

On suppose que la proposition est vraie pour un rang quelconque k (k > n,) et
on démontre que, sous cette hypothése, elle est vraie au rang suivant k+1.

On dit alors que la proposition est héréditaire. Lhypothése « % vraie » est
appelée hypothése de récurrence.
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Conclusion :  L'axiome ci-dessus permet de conclure que la proposition est alors vraie pour
tout n>ny.
» Exemple 1 Démontrer une propriété donnée

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par uy=2 et
pour tout n>0,u, ., =2u_ -3.

Démontrer que pour tout >0, u, = 3-2".

n+1

» Solution  On veut démontrer par récurrence que la proposition « u, = 3-2" » est vraie
pour tout n=0.

Initialisation :  Au rang n = 0, la proposition s'écrit =3-20=3-1=20y, par définition

de (u,j, on a uy =2ainsi la proposition est vraie au rang n = 0.
Hérédité :  On suppose que la proposition « u, = 3-2" » est vraie pour un certain

rang n=k autrement dit, on suppose que pour un entier k positif, v, = 32k,
Comme v, 1=2u,—3, Ihypothese de récurrence permet d'écrire
que uy,;=2(3-2%)-3 puis v, ,;=6-2x25 -3 ouencore v, =3-2K"
et la proposition « u, = 3-2" » est vraie au rang n=k+1. La proposition est
donc héréditaire.

Initialisation :  La proposition « u, =3—-2" » est vraie pour n=0 et elle est héréditaire donc
pour tout n>0, u, =3-2".

» Exemple 2 Conjecturer une propriété puis la démontrer
Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par uy=1 et pour
tout n=0, Upiq :10un -9n-8.
En calculant les premiers termes de la suite, conjecturer I'expression de u,, en
fonction de n puis démontrer le résultat.
» Solution Ona: Uy =1, u;=10uy -9x0-8=10x1-0-8=2,
Uy =100, —9x1-8=10x2-9-8=3,
u3 =10u, —9x2-8=10x3-18-8=4, etc.
Il semble donc que pour tout n>0, u, =n+1.

La proposition est vraie au rang n=0 (et elle a méme été vérifiée aux rangs
n=1,n=2 et n=3).

Supposons que pour k >0, on ait u, =k +1 et, sous cette hypothése, montrons
que Uy, =k+1+1 asavoir u, =k+2.

Comme vy 4=10u, —9% -8=10(k+1)-9% -8=10k+10-9k -8=k+2,0n
a prouvé |'hérédité.

Finalement, pour tout n>0,0n a u, = n+1.
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» Exemple 3

» Solution

» Exemple 4

Remarque

L'importance de I'initialisation
Pour n>0, on note %, la proposition « 10" +1 est un multiple de 9 ».
1. Démontrer que la proposition %, est héréditaire.

2. La proposition &, est-elle vraie pour tout n>0 ? A partir d'un certain rang ?

1. On suppose que pour k un entier naturel positif, 10K +1 estun multiple de 9

et, sous cette hypothése, on montre que 10K*1 11 estun multiple de 9.

Dire que 10K +1 est un multiple de 9 signifie que 10K +1=9N ol Nest un
entier relatif ou encore 10K =9N—1 avec NeZ.

Sous cette hypothése, on a :
1051 11210105 +1=10 X (ON—1)+1=90 N—10+1=90 N—9

donc 10K +1=9 (10N -1)=9N" avec N'=10N—1eZ donc 10K +1 est
bien un multiple de 9 et la proposition est héréditaire.

. Pour n =0, la proposition s'écrit « 10° +1 est un multiple de 9 » autrement

dit « 2 est un multiple de 9 » ce qui est évidemment faux. La proposition %
n'est donc pas vraie pour tout n> 0. Etant héréditaire, elle peut étre vraie a
partir d'un certain rang dés qu'elle est vraie pour un certain rang ; encore
faut-il le trouver...

On teste pour n=1, n=2 ou n=3 en s'interrogeant donc sur la divisibilité
de 11, 101 ou 1001 par 9. Il apparait que la proposition %, n’est pas
vraie pour n=1, n=2 ou n=3. Plutdt que de poursuivre les vérifications
successives, on remarque qu'un nombre est divisible par 9 lorsque la somme
de ses chiffres dans son écriture en base 10 est un multiple de 9 or la somme
des chiffres d’'un nombre de la forme 10" +1 vaut 2 quel que soit I'entier
n. Par suite, I'entier 10” +1 n’est jamais un multiple de 9 et la proposition
« 10" +1 est un multiple de 9 » est fausse pour tout n>0.

On retiendra donc de cet exemple qu'une proposition peut étre héréditaire
tout en étant toujours fausse ; c'est le cas d'un ensemble de dominos disposés
suffisamment proches les uns des autres qui ne tombent pas si on n’en fait
tomber aucun.

L'importance de I'hérédité
On considere la suite (u,)définie sur N par uy=100 et pour

u
tout n>0,u, 4=u, +E(ﬁ] ou E est la fonction partie entiére.

1. Etablir une conjecture concernant une expression simple de u, en fonction

de n.

2. Cette relation est-elle vraie pour tout n>0 ?

Concernant la fonction partie entiére

La fonction partie entiére est une fonction définie sur IR qui a tout réel x associe
le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x. On note E(x) la partie entiére
d'un réel x.
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» Solution

Autrement dit, pour tout n € Z,onaura E(x) =n pourtout xtelque n< x <n+1.
On a par exemple : E(5,7) =5, E(\/E): 1, E(10) =10 ou E(-0,2) =-1.

Sur T, on obtient la partie entiere d'un réel x, en choisissant le menu MATH puis
NUM et en sélectionnant partEnt (ou int sur les calculatrices en anglais).

Attention a ne pas confondre avec la fonction ent (ou iPart sur les calculatrices en
anglais) qui permet d'obtenir la troncature a |'entier d'un réel.

Sur Casio, la partie entiére d'un réel x s'obtient par le menu NUM (cliquer sur
OPTN) en choisissant intg.

Sur tableur, la fonction permettant d’obtenir la partie entiére d'un réel est la
fonction ENT.

1.0na: u0:100,

u
g =t +E| 2 | =100+ £ 12 | =100+ E(1) =100+ 1= 101,
100 100

u
Uy =up+E| —L |=101+E 101 _ 101+ E(,00=101+1=102,
100 100

puis, de la méme fagon, on peut poursuivre pour obtenir u, =104, ug =105
ou encore ug =106.

Il semble donc que pour n>0, u, =100+ n. Cette relation est-elle vraie pour
tout n>07?

2.Si on envisage que la proposition puisse étre fausse, un contre-exemple
suffirait a le démontrer. On peut donc poursuivre les vérifications en s'aidant
éventuellement d'un tableur jusqu‘a ce que I'on trouve un rang pour lequel la
proposition n'est pas vraie.

La proposition « u, =100+n » étant vraie aurang n=0 (ainsi qu'aux rangs
1,2, 3, 4,5 ou 6 comme on I'a vérifié), elle sera vraie pour tout n>0si elle
est héréditaire.

On peut donc envisager de démontrer que pour k>0, entraine

Uy ,1=100+k+1. Supposons que pour k=0, uy=100+k
u u
alors =uy +E| K |=100+k+E| £ |,
Ut =Y (100] (moj

u
On pourra en déduire que uy 4=100+k+1 si on a E[ﬁ}ﬂ

u
ce qui signifie que 1Sﬁ<2 ou encore 100<u, <200,

soit 100<100+k <200 ouencore 0<k <100. Ceci démontre que la
proposition est héréditaire pour tout 0<k <100 autrement dit, pour tout

0< Uy <100, entraine Up i1 =100+ k +1. Ce raisonnement conduit a affirmer
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» Exemple 5

» Solution

» Exemple 6

» Solution

Initialisation :

Hérédlité :

Conclusion :

Remarques

Au rang suivant, on a :

u 200
Uyg = Uy +E| 299 | = 200+E| == | =200+E(Q)=200+2 =202 #201.
101=t%o0 TF| 709 (100} @)

Ce qui permet d'affirmer que la relation conjecturée n’est pas vraie pour tout n.

On remarquera qu'obtenir ce résultat par vérification (a I'aide d'un tableur par
exemple) est un raisonnement valable.

On retiendra qu‘une proposition peut étre vraie jusqu'a un certain rang,
héréditaire jusqu'a un certain rang mais pas pour tous les rangs. C'est le cas
d'un ensemble de dominos disposés suffisamment proches les uns des autres au
départ puis trop espacés par la suite. On renverse le premier domino, les suivants
tombent successivement jusqu'a ce que |'espace entre deux dominos soit trop
important et que le procédé s'arréte.

Une méthode pour démontrer qu’une suite est bornée

Soit (u,,) la suite définie sur N par: uy =10et v, ,=/u,+6 pourtout n>0.

Démontrer que pour tout n>0, 3<u, <10.

Tout d'abord, uy=10donc 3<u, <10 et la proposition « 3<u, <10 » est
vraie aurang n=0.

Puis, supposons que pour un entier k >0, onait 3< u, <10 alors 9< u,+6<16
puis 3 <, /uk +6<4 car x— \/; est croissante sur [0,+eo[ ainsi 3<u; <4
ce qui implique 0<u,_,<10.La proposition est donc héréditaire.

Finalement, pour tout n>0, 3<u, <10.

Une méthode pour étudier les variations d'une suite

Soit (u,,) la suite définie sur N par: vy =10et v, 4=/u,+6 pourtout n>0.
Démontrer que la suite (un) est décroissante.

Pour démontrer que la suite (u,) est décroissante, on peut raisonner par

récurrence en démontrant que, pour tout ne N, la proposition < Up 1 Su, >
est vraie.
Ona uy=10 et uy=+16=4 donc u; <y et la proposition <u, <u, >

est vraie pour n=0.

soit k un entier naturel quelconque tel que vy 1 <u,. Alors u,  ,+6<u +6

puis \/ukJr1 +6< \/Uk +6 ou encore up. ,<u, 4. Ainsi, la proposition

<Up,q1<u, > est héréditaire.

n+1

Pour tout ne N, la proposition < u
décroissante.

h41 S U, > estvraie. La suite (un) est donc

* On peut regrouper les questions des exemples 5 et 6 en une seule question, a
savoir : démontrer que pour tout ne N, 3<u,,,1<u, <10. On montre alors a
I'aide d'une seule démonstration par récurrence que la suite (un) est une suite
bornée et décroissante.
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* Pour étudier les variations de (un), on peut étudier le signe de v, ,—u, (mais

2
un+6—un

c'estpluslong !):pourtout n>0,0nau, 1 —u, = \Ju, +6 — U, = —F——"-
Jun +6+u,

En admettant le résultat démontré a I'exemple 5 ci-dessus, on sait que pour

tout n=>0, u, = 3.

Le dénominateur est alors strictement positif comme somme de deux nombres
strictement positifs donc u,,, {—u,, est du signe du numérateur.

2

Le trinbme —x“+x+6 a pour discriminant A:12—4><(—1)><6:25:52

2 2

et pour racines —2 et 3 de sorte que —x“+x+6 est du signe de —x

sur e ;=2 ][ 3 ; +eo[ . D'une part pour tout n>0, u, >3 et d'autre part

2
n

Finalement, pour tout ne N, v, 1—u, <0 et (u,,) est décroissante.

pour tout x >3, —x2+x—6S0 donc pour tout neN, —u +un+6S0.

E Exercices d’apprentissage

n
Exercice 1 Soient (en)n21et (cn)n21 les suites définies par en:kaz1+2+...+n
=1
n
3_43,53 3
et ¢, =) k>=P+2+..+n°.
k=1

© Calculer les premiers termes des suites (e,) et (c,,). Quelle relation semble
lier e, et ¢, ?

. . P+’
© Démontrer par récurrence que pour tout n=1o0n a c, = puis
conclure.
- . - [ - u
Exercice 2 Soitla suite (u,) définie sur N par uy =1 et pour tout n, u,_, =1—”.
+u
n

Exprimer v, en fonction de .

Exercice 3 Démontrez que, pour tout entier naturel n, I'entier 327 _2" estun multiple de 7.

Exercice 4  Lasuite (u,)est la suite définie par uy=1 et u

1 =+/2F U, pour tout entier
naturel n.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 1, 0<u, <2.

Exercice 5 Llasuite (u,)est définie par uy =1 et u pour tout entier naturel n.

n+1=
up, +3

© Représenter graphiquement la suite (un). En dresser un tableau de valeurs
puis conjecturer son sens de variations.
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Exercice 6

, . X+1 .
© a) Démontrer que la fonction f: x — 33 est croissante sur [0 ; 1].
X+

b) Démontrer par récurrence que (u,)est une suite décroissante a valeurs
dans l'intervalle [0 ; 1].

Préambule

Pour tout entier n>1, on note n!et on lit « factorielle de n », le nombre définit
par: n!'=nx(n—1)x...x3x2x1.

Ainsiona 11=1, 21=2x1=2, 31=3x2x1=6, 41=4 x 3 x 2 x 1=24, etc.
On peut enfin remarquer que, pour tout n>1, (n+1)!=(n+1)xn .
@ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>1,ona: n!> 21,

© Démontrer qu'a partir d'un certain rang,ona: n!>2".
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|||I. Notions de limites

Objectifs du chapitre

On présente dans ce chapitre, les notions de limites, les définitions qu'il faudra
connaitre et savoir utiliser pour démontrer certains résultats ainsi que les
théorémes dont il faudra, sauf mention contraire, connaitre les démonstrations
et qu'il faudra savoir utiliser (par, exemple, pour déterminer une limite).

Pour débuter

m Activité 1  On considére la suite (u,,) définie sur N par u, =10 et pour tout entier n,

_ 2
un+1—\/un—3un+3 .

a) Représenter la suite (u,)de deux fagons : I'une pour laquelle on placera v,

en ordonnée et nen abscisse, I'autre pour laquelle les termes successifs de la
suite seront placés en abscisse (voir le point 4 du chapitre 1 de cette séquence).

Au vu de ces représentations graphiques, quelle conjecture peut-on émettre
quant au comportement de u,, pour de grandes valeurs de n?

b) Etablir un tableau de valeurs de u,, .
Quelle semble étre la limite de la suite (u,,)lorsque n devient grand ?

¢) Le nombre |u, —1| permet ici de mesurer la distance entre v, et sa limite 1.1l
semble que I'on puisse rendre ce nombre aussi petit qu'on le souhaite pourvu
que n soit suffisamment grand.

C'est ce que I'on va constater sur quelques exemples. A l'aide du tableau
de valeur précédent, déterminer un rang au dela duquel ‘un—1‘<10_2
puis ‘un —1 ‘ <10™ et enfin ‘un —1‘ <1078,
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m Activité 2  Une activité autour de suites de référence.

a) Compléter le tabealu de valeurs ci-dessous.

n 100 1000 106 1010

S

1

1 1 1
b) Quelle semble étre la limite des suites [—] (—j [—] et [—J ?
\/; n n? 3

c) Déterminer un rang N au dela duquel 0S—£10 -2 puis 03—s10_18
N Jn Jn
enfin 0<—<107"",

n

d) Faire de méme avec les trois autres suites.

m Activité 3  Une autre activité autour de suites de référence.

a) Compléter le tableau de valeurs ci-dessous.

n 100 1000 106 1010

b) Quelle semble étre la limite des suites (\/;) (nz) et (n3) ?

c) Déterminer un rang N au dela duquel Jn>103 puis Jn>10"0 et
enfin ~/n >10%C.

d) Faire de méme avec les deux autres suites.
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m Activité 4 Le flocon de Von Koch

Pour obtenir le flocon de Von Koch (figure du milieu), on procede de la facon
suivante.

Al'étape initiale (étape 0), on considére un triangle équilatéral (figure de gauche)
de c6té 10 cm (par exemple). La figure initiale a donc 3 cotés de longueur
10 cm pour un périmeétre total de 30 cm et une aire de 25+/3 cm? (a savoir environ
43,3 cm’).

A I'étape 1, on partage chacun des cotés de la figure précédente en 3 et, sur le
segment central, on construit un triangle équilatéral. La figure obtenue aprés une
étape comporte donc 12 c6tés de longueur 3 cm (a savoir environ 3,3 ¢cm) pour

0043
3

On poursuit ainsi la construction du flocon en partageant chacun des cotés
de la figure obtenue a I'étape précédente en 3 et en construisant un triangle
équilatéral sur le segment central.

un périmetre total de 40 cm et une aire de (a savoir environ 57,7 cm?).

On nomme respectivement C,,, L., P, et A, le nombre de c6tés, la longueur de

chaque cotés, le périmétre et |'aire du flocon aprées n étapes.

. 10
Ainsi C0 =3, C1 =12, LO =10, L1 =?,etc.

a) Intuitivement que peut-on penser du comportement de chacune des quatre
suites (Cn), (Ln), (Pn) et (An) pour de grandes valeurs de n (variations,

limites éventuelles) ?

b) A I'aide d'un tableur, créer et or%aniser une feuille de calculs permettant

d'obtenir (Cn), (Ln), (Pn) et (An en fonction de |'étape n. Confirmer ou

infirmer les conjectures faites a la question précédente.

c) En supposant que le triangle de départ ait des cotés de longueur 10 cm. Le
périmétre du flocon peut-il dépasser un kilométre ? Si oui, aprés combien
d'étapes et quelle serait la valeur correspondante de |'aire du flocon ?
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Cours

1. Suites convergentes

a) Définitions et premiéres propriétés

/(Définition 1 )

rang.

N—>+oo

(ou qu’elle converge).

On dit qu‘une suite (u,) admet pour limite un réel ¢ lorsque tout intervalle
ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain

On note alors lim u,="1.

Lorsqu'une suite (u,) admet une limite finie, on dit qu'elle est convergente

Dans le cas contraire, on dit qu'elle est divergente.

~

J

On remarque que montrer que tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang, revient a montrer que tout intervalle
ouvert centré en ¢ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.
En pratique, on considéerera donc fréquemment comme intervalles contenant ¢,
des intervalles de la forme :|€ —o 0+ a[ou o est un réel strictement positif.

De la définition, on obtient que pour tout o aussi petit que |'on veut, il existe un

En nommant B, les points de coordonnées
(n;un), la convergence de (un) signifie
donc pour tout o aussi petit que I'on veut,
il existe un rang au dela duquel P, entre
dans une bande limitée par les droites
d'équations y=/—o et y=/(+0o pour
ne plus jamais en ressortir.

Le graphique ci-contre illustre la
convergence vers (=4 de la suite
(u,) définie pour tout entier naturel n

par U, 1=6-0,5u, et uy=1 (a
rapprocher du Chapitre 1, 4).

Remarque
Interprétation graphique
rang au dela duquel v, appartienta J/—o; /+al.
6 —
Pq a=0,1
i °
P3
- o P
y=4+0Q 5 P
jpepep——— /¥ Py ——— s-----.----.---'----g---.--
y=4-o P, Pe Pg
2 -
Q.
4
Il
0 ]
" T T T
0 4 6 8
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» Exemple 7

Remarque

» Solution

En utilisant la définition de la convergence d'une suite, démontrer que :

a) lim i= 0;
N—+eo n

. e n—1 -
b) La suite (un) définie pour tout ne N par up, =03 admet pour limite 1.
n+
En général, on ne revient pas a la définition de la notion de limites pour
déterminer les limites des suites proposées mais on utilise les propriétés sur

les limites usuelles, les régles opératoires sur les limites ainsi que les différents
théorémes qui seront vus dans la suite de cette partie.

o 1
a) On souhaite démontrer que le nombre —~ tend vers 0 lorsque n tend
vers +oo, C'est-a-dire lorsque ndevient aussi grand que |'on veut. Intuitivement,

le résultat semble naturel.
Par ailleurs, une représentation graphique de la suite de terme général -

permet de visualiser le résultat. n
1
2
n P]_
1 r\ L]
—>
j P, .
0 I ° ° .5 6
;I T T T T *
0 1 2 3 5 6 n

Pour prouver le résultat a I'aide de la définition, on est amené a démontrer que
tout intervalle ouvert contenant 0 contient tous les termes de la suite a partir
d'un certain rang.

Lintervalle ]—r ; r[ ou rest un réel strictement positif est un intervalle ouvert
contenant 0.

. 1 1
Puis : —e]—r;r[@—r<—<ror n>0 donc
n? n?

2

1 1
—r<—2<r(:>0<—2<r<:>n >r(:>n>\/;.

n n

Ainsi,on a: ize]—r : r[ dés que n> Jr.
n

En posant N l'entier qui suit Jr. on a donc démontré que pour

1 o ,
tout n=>N, —ze]—r ; r[.D ou le résultat.
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Remarque  On peut adapter la démarche ci-dessus pour montrer que :

. 1 . : 1 .
lim —==0, lim —=0, lim — =0 ou plus généralement
n—>+oo\/; n—+eo M N—+oo

) 1 . .
lim —=0oUukeN".
n—>+°°nk

b) Comme on peut le voir ci-contre, une illustration graphique ou a I'aide d'un
tableur permet d'avoir une idée du comportement de la suite (un).

Pour démontrer la convergence de (u,,) vers 1, on montre que tout intervalle
ouvert centré en 1 contient tous les termes de la suite a partir d'un certain

rang.
2‘ Al B
Un 1 |n {Un
2 0 -05
14 3 |1 o0
y\ Ps
7 P, fa f‘* . 4 |2 025
o] ! :l ° > 5 |3 04
o g 2 3 4 5 n 6 |4 05
1Py 7 |5 057

Lintervalle ]1—r ; 1+r[ ou r est un réel strictement positif est un intervalle
ouvert contenant 1.

Puis : une]1—r;1+r[<:>1—r<n—_1<1+r<:>—r<n—_1—1<r
n+?2 n+?2

- -3 -3
S —Ir<—<r&e—r<——et——x<r
n+2 n+2 n+2

Or n+2>0 e r>0 donc —r<_—3 <:>n+2>§<:>n>—2+E
r r

et _—3<r<:>n+2>—§<:>n>—2——.
n+?2 r r

3 3, : 3
Le plus grand des deux nombres —2—= et —2+ = étant clairement —2+ = on note
r r r
o o 3 .
N I'entier qui suit —2+= pour obtenir que pour tout n>N, u, € [ 1—-r;1+r |
r

d’ou la convergence de (u,) vers 1.

Remarque  On peut noter au passage que pour montrer la convergence de (u,) vers 1,on a

prouvé la convergence vers 0 de la suite de terme général u, —1.

» Exemple 8  En utilisant la définition de la convergence d'une suite, montrer que toute suite
convergente est bornée.
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» Solution  Soit (un)une suite définie pour tout entier naturel, convergente vers un réel
/. Ainsi, pour un réel r quelconque, on sait trouver un entier N tel que pour

tout n>N, {—r<u, <€+r donc (u,) est bornée a partir du rang N.

En notant m le plus petit des nombres Ug, Uy, Upy_q, =1 €1 M le plus grand
des nombres Ug, Uy, Upy_q, L+ 1 ON obtient que pour tout >N, m< u, <m
ce qui signifie que (u,,) est bornée.

Remarque  On peut ici raisonner en choisissant une valeur particuliere pour r,

par exemple r=1.

Propriéete 1 Limites de suites usuelles

. 1 o : 1 . 1
e |m —=0, lim —=0, lim —=0, lim —=0 etplus
N—+oo \/; n—+oo Nn—+oo Nn—+oo

, . 1 .
généralement lim —=0oukeN".
N— oo nk

e Toute suite constante de terme général égal a ¢ est convergente vers /.

Propriéete 2 Unicité de la limite

Si une suite converge alors sa limite est unique.

m Démonstration

Raisonnons par |'absurde. Pour / '
commencer, supposons qu’'une suite \ )\ )
(u,) converge et qu'elle admette I ]

deux limites distinctes ¢ et ¢’
Nécessairement, |'une est strictement inférieure a I'autre, par exemple /< /’.

On peut donc trouver un intervalle ouvert | contenant ¢ et un intervalle ouvert J
contenant ¢’ qui ne se chevauchent pas.

La suite (un)étant convergente vers /,tous les termes de la suite sont dans
I'intervalle I a partir d'un certain rang Net, (u,) étant convergente vers ¢’, tous
les termes de la suite sont dans l'intervalle J a partir d'un certain rang N’. Donc,
pour tout 1 a la fois supérieur a Net N’, le terme u,, se trouve a la fois dans
I'intervalle | et dans l'intervalle J, ce qui est impossible. L'hypothése que nous

avions émise au départ est donc absurde et (u,) ne peut donc pas converger
vers deux limites distinctes.
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b) Opérations sur les limites

Propriéte 3 Opération sur les limites

Soient (u,) et ( v,) deux suites convergentes de limites respectives / et ¢’.
On admet les résultats suivants :

e la suite de terme général u, +v,, est convergente et a pour limite /+¢" ;

e la suite de terme général u, x v, est convergente et a pour limite /x /" ;

e la suite de terme général kxu, ol k est un réel est convergente et a
pour limite kx ¢ ;

e si v, nes'annule pas a partir d'un certain rang et si /"= 0 alors la suite

.o U 4
de terme général L est convergente et a pour limite ik
v
n

» Exemple 9 Déterminer la limite des suites de termes généraux :
3n% +n—1 n? -4 302 —n+1 1
a,= 5 . b, = > ,cn:3—etdn: :
n n“+2n n’+2n n—\/;

» Solution  Dans chaque cas, on amené a transformer |'expression de la suite de facon a
utiliser les regles opératoire-ci-dessus.

2
ePour n>0,a :M:3+l—i or lim l:Oet lim i:0
n 2 n n—-+eo I Nn—+oo
n n n
donc, par somme, lim a, =3.
N—>+oo
2_ — —
oPourn>0,bn: n"—4 :(n 2)(n+2):n 2:1—Z or lim l:Odonc,
n+2n n(n+2) n n n—>+oo N

oo 2 , :
par produit lim —=0 puis, par somme lim b, =1.
n—-+eo N N—+oo

On remarque que I'on peut proposer une autre transformation de b, pour

obtenir le résultat. , A 4
7 n“(1-—) 1-—
n-—4 n2 n2 . 4
En effet, pour n>0, b, = = = or lim —=0
n®+2n n2(1+g) 1+E n—-+oon?
n
donc lim 1—i =1 et lim z:0 donc lim (1+z]:1 ce qui
N—+oo n Nn—+oo N—>+oo n

conduit, par quotient, a lim b, =1.
N—+oo
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Cette deuxieme transformation est fréquemment utilisée lorsque le terme
général de la suite est une expression rationnelle en n ainsi quon peut le
constater dans I'exemple suivant.

On observera que, dans ce cas, on transforme I'expression de départ en
factorisant numérateur et dénominateur par leur monéme de plus haut degré
en n.

) 2e-14 L
3n° —n+1 n 2 1 n 2
e Pour n>0, ¢, = 3 = =_><—2_
n”+2n n3(1+—2) R
n n
. o . 1 . T 1
D'une part lim —=0et lim —=0 donc Ilim |3——+—|=3
N—+eo N n—+eop N—+oo n n2
et lim —=0
n—+toon 1 1
) 3——+—
, . . . n
donc lim |1+-= |=1 ainsi par quotient lim ——— T =3
N—>+oo nz N—>+oo 1+
2
1 n
D'autre part lim —=0 et par produit, on obtient lim ¢, =0.
n—+oo N Nn—+oo

e Bien que le terme d, ne soit pas rationnel en n, on peut adopter une
démarche analogue a celle utilisée précédemment.

Pour n>2,d .= 1 _ 1 —1>< !
o n—\/ﬁ nm_i) n 1_i.
Jn Jn
1 1
D'une part lim —==0donc lim |1——= |=1puis par quotient
S Uy Hm( Jn )" PEperd

1———

Jn

, .1 . : .
D'autre part lim —=0, et par produit, on obtient lim d,, =0.
n—>+oo N N—>+oo

c) Théoremes de comparaison et d’encadrement

Propriéete 4 Compatibilité avec I'ordre

Soient ( ) et ( v,) deux suites convergentes de limites respectives ¢ et
0.

. 1 . . ,
Si, a partir d'un certain rang, ona u, <v, (oubien u, <v,)alors /</’.
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Remarque

m Démonstration (' 4

—— ———

J contient les termes | contient les termes
de(v)pournzN  de(u)pournzN

Supposons que > /.

On peut donc trouver un intervalle ouvert | contenant /¢ et un intervalle ouvert J
contenant ¢’ qui ne se chevauchent pas.

La suite (u,,) converge vers ¢ doncil existe unrang N, a partir duquel | contient

tous les termes de (un).

De méme, il existe un rang N, a partir duquel J contient tous les termes de (vn).
En notant N le plus grand des entiers N, et N,, pour tout n>N, | contient
les nombres u, alors que J contient les nombres v, (voir illustration) et

donc u, >v, ce qui est incompatible avec I'hypothése de la propriété.
Donc /</”.

m Conséquence
Si (un)nz,70 est une suite croissante et convergente vers /¢ alors, pour

tout n>ny, u, < V.

m Démonstration

Soit n> ny.

Pour tout p>n,ona Up >u, carlasuite (u,)est croissante, or la convergence

de la suite vers ¢ se traduit par pli_}nlmup = (. De plus, u, ne dépendant pas de p,

ona plnl u, = u,. Ainsi, par passage a la limite en p dans |'inégalité ci-dessus,
00

on obtient /> up,. Finalement, pour tout n> Ny, u, < 1.

De facon analogue, on a :
Si (un)n2n0 est une suite décroissante et convergente vers ¢ alors, pour

tout nzno, u, >/,

On admet le résultat suivant appelé « théoréme des gendarmes ».

- )

On considere trois suites (u,), (v,) et (Wn).

1

5i (u,) et (w,) sont convergentes vers un méme réel / etsi, a partir d'un

éoreme

-

certainrang, u, <v, <w, alors (v,) est elle aussi convergente vers /.

- /

Th
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(—1)”e _sinn—2n
n? T+

» Exemple 10 Déterminer la limite des suites de terme général : a, =

» Solution e Pour tout ne N, -1<(-1)" <1 or, pour n > 0, n* >0 donc pour n > 0,
1 1

—-—<a <—.
n

n’ n?

. , 1 . . 1
D'une part, lim |—— |=0 et d'autre part, lim —=0 donc par le

N—>+oo n Nn—+oco pn
théoréme des gendarmes lim a, =0.
N—>+oo

e Pour tout ne N, —1<sinn<1 donc =1-2n<sinn—-2n<1-2n or n+1>0

—1-2n 1-2n
<

donc <b, < .
n+1 n+1
. n(-—-2) —-—-2
D'une part, 1 21n =1 —= h - o lim (—1—2]:—2
n n(l+-)  1+— Nl
n n
et lim |1+ ]=1donc par quotient lim — -,
N—>+oo n n—teo N+1
D’autre part, on montre de facon analogue que lim =-2.
n%+oon+1

Ainsi, par le théoréme des gendarmes lim b, =—
N—>+oo

» Exemple 11 On consideére la suite (un) définie pour tout n>1, par:

oo 1

1 1 1
u,= = + + +..t :
g /Z‘Onﬂ/z n+\0  n+\1 n+2 n+n

a) En remarquantqueles n+1 termes constituant lasomme w,, sont tous compris

n+1 n+1
—, démontrer que pour tout n>1, <u, <—.

n+\/_ n++n n

b) En déduire que la suite (u,,) est convergente et préciser sa limite.

entre

» Solution a) Pour n>1 etpour0<k<n ona 0<x/?£x/; puis n£n+x/?Sn+ n et,

par inversion <— donc chacun des n+1 termes de la

n+\/_ n+x/— n

. A 1 ‘s
somme constituant v, est supérieur a T d'ot u, >(n+1)x 7
n+ n+~n

PV B
etinférieura — d'ol u, <(n+1)x—
n n

n+1

. +1
Finalement pour tout n>1, \/, <u, <
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» Exemple 12

+1
n+n n(1+i) 1+

7

b)D'une part

=

donc lim (1+1)=1 et lim l:0
N—>+oo n n—+ooa/N
d li 1 1 1pui tient lim N+ 1
+ = =1
onc n_|)nloo \/; puis par quotien R

D'autre part n—+1:1+l donc lim (H—H):L
n n Nn—4oo\ N

Par le théoréme des gendarmes, on en déduit la convergence de (u,,) vers 1.
2. Suites divergentes ayant pour limite +oo
ou —o0
a) Définitions et premiéres propriétés
/(Définition 2 )
J )

On dit qu'une suite (v,) admet pour limite +oo si tout intervalle de la forme

]A ; +oo[ou A est un réel, contient tous les termes de la suite a partir d'un

certain rang. On note alors  lim v, = +eo,
N—>+oo

De facon analogue, on dit qu‘une suite (u,) admet pour limite —eo si tout
intervalle de la forme ]—oo; A[ ou A est un réel, contient tous les termes de

la suite a partir d'un certain rang. On note alors  lim v, =—co,
N—>+oo

Dans un cas comme dans |'autre, on dit que la suite est divergente.

- J

a) En utilisant la définition, démontrer que : lim n? = oo,
N—>+oo

101-n?
2n+1
* A l'aide d'un tableur, conjecturer I'éventuelle limite de la suite(un).

b) La suite (un)définie pour tout neN par u, =

* Montrer que I'on peut trouver un rang au-dela duquel v, <-100.

* En utilisant la définition, démontrer que lim v, = —oo,
N—+oo
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Remarque  En général, on ne revient pas a la définition de la notion de limites pour
déterminer les limites des suites proposées mais on utilise les propriétés sur
les limites usuelles, les régles opératoires sur les limites ainsi que les différents
théorémes qui seront vus dans la suite de cette partie.

» Solution  a) Par définition, on est amené a déterminer un rang N tel que pour
tout n>N, n* > Aol A est un réel quelconque (aussi grand qu‘on le veut ce
qui permet de se restreindre au cas ou A>0).

Alors, n étant positif, n? 2A<:>n2\/z et, en choisissant N I'entier qui

suit VA on obtient que si n>Nalorsn’?>A ce qui signifie que
lim 1% = oo,
N—>+oco

b) A I'aide d'un tableur ou de la calculatrice, il semble que la suite (un) tende

vers —oo,
A | B | 120
K | w0
720 I T I T
3| 1 | 33,3333333 | 50 100 150
4 2 194 | O T — . '
: 3 131428571 | 40—
: s L
154 150 744152824 | -120

155 151 749174917 |
156 152 754196721 |
157 153 |-75,9218241|
158| 154  |-76,4239482|

101—n?

<-100 < 101—n? <—100Q2n+1)
2n+1

Pour ne N, u, <-100 &

& n?—200n-201>0.

Le trindme x2 —200x—201 a pour discriminant A = 40804 = 202% et donc pour
racines —1 et 201.

De plus, x2 —200x—201 est positif a I'extérieur de ses racines et n>0 donc

pour tout n>201, u, <-100.

101—n?
2n+1

Pour neN,u <Aes <A=101-n? < AQ2n+1)

r¥n =

e n?+2An-101+A>0.
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Le trindme x*+2Ax—101+A a pour discriminant A=4A% —4A+ 404,
Le trinéme 4A2—4A+404 a lui méme un discriminant strictement négatif
(—-6448<0) donc il ne s'annule pas de sorte que pour tout AcR, A>0.

Ainsi, X% +2Ax—101-A a pour racines

—A—\A2—A+101 et —A+\ A2 - A+101.
En remarquant que -A- AP~ A+101<—-A+VA2 - A+101 et sachant
que X2 +24x—101-A est positif a I'extérieur de ses racines, on a
X2 +2Ax—101-A>0 pour X>-A+\A*—A+101.0n peut enfin remarquer
que dés que A<0, —A+ A*— A+101>0 comme somme de deux nombres
positifs.

Finalement, en notant N l'entier qui suit —A+\/A2—A+101, on a pour

tout n=N, u, <A donc lim u, =—oo.
N—>+co
Propriete 5 Limites de suites usuelles

Ona: lim \/;=+°°, lim n=4co, lim n2=+o<>, lim n® =400

N—>+oo Nn—>+oo N—>+oo N—>-+oo

k

et plus généralement  lim n* =-+eo ol k e N*,

N—>+co

b) Opérations sur les limites

On admet les propriétés intuitives suivantes.

Propriétée 6 Somme

Soient (u,) et (v,) deux suites dont les roles peuvent &tre inversés.

La limite de la somme u, +V,

lim v,
lim U, ot
N—>+oo
—+oo
—00
4
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Remarque

Remarques

Une case coloriée signifie qu'on est en présence de « formes indéterminées »,
c'est-a-dire que la propriété ne permet pas de conclure puisque le résultat dépend
de la situation dans laquelle on se trouve.

Pour illustrer la situation, considérons les exemples suivants.

Prenons u, = 3n et v,=-n.

II'est clair que lim v, =+oo et que
N—+oo

lim V, == OF U,+V,=2n de sorte
N—+oo

que lim (un+vn):+oo.
N—>+oo

Prenons maintenant u, = 2n et v, =-3n.

Comme précédemment lim u, =+ et lim v, =—ccmais u, +v, =—n et

N—+oo N—>+oo
on obtient lim (un+vn)=—oo.
N—>+oo
Enfin, prenons u,=n+2 et v,=-n+1. Encore une fois  lim U, =+oo
N—>+o0

et lim v, =—ocoavec u, +v, =3 et cette fois-ci  lim (un + vn): 3.
N—+oo N—+oo

On constate que la conclusion dépend du cas dans lequel on se trouve.

Propriéte 7 Produit

Soient (u,,)et (v,,) deux suites dont les roles peuvent &tre inversés.

La limite du produit u, xv,,
lim v
[im U, Jotee +o0 —oo
N—+oo

+oo +oo —oo

oo oo Yoo

.
£ (€>0) +o0 —c0
€ (¢<0) —oo +oo

e Comme précédemment, une case coloriée signifie qu'on est en présence de
« formes indéterminées », c'est-a-dire que la propriété ne permet pas de
conclure puisque le résultat dépend de la situation dans laquelle on se trouve.

Pour illustrer la situation, considérons les exemples suivants.
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Prenons u, :i2 et v,=n On a lim u,=0 et lim v, =4
n n—>-+oo N—>oo
1 .
or u, xv, =— desorte que lim (un xvn): 0.
n N—+oo

. 1 . ,
Prenons maintenant u,, == etv, = n3. Comme précédemment lim v, =0

n nN—+oo
et lim v, =+c mais u, xv,=n eton obtient lim (un xvn): oo,
nN—-+co N—>+o0
. 1 2 . .
Enfin, prenons wu,=— et v,=n". Encore une fois lim u,=0
nz N—>+o0

et lim v, =+oo mais u,xv,=1eton obtient lim (un xvn):1.
N—>+oo N—>+oo

On constate que la conclusion dépend du cas dans lequel on se trouve.

e Lorsque I'une des suites converge vers un réel ¢ et que l'autre diverge en
ayant pour limite +eo ou —oo, on sait que le produit tend vers I'infini mais il
est nécessaire d'argumenter en précisant le signe de ¢ pour pouvoir conclure.

Par exemple, si lim u,=2et lim v,=-o alors on en déduit
n—+oo N—+oo
que lim (unxvn):—oo alors que si lim v, =-2et lim v,=—, on
N— oo Nn—+oo N—ee
en déduit que lim (upxv,)=-to.
N—>+oo

Propriéte 8 Inversion

Soient (u,,) une suite.

lim Y lim i
N—+oo N—> oo Vn
) 0
oo 0
L(¢+#0) 1

Y4
OJr +o00
0 —o0
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Remarques  Lorsqu’une suite (v, ) ne s'annulant pas a partir d'un certain rang, tend vers 0 et
garde un signe constant au voisinage de I'infini (c'est-a-dire a partir d'un certain
rang), son inverse tend vers I'infini et la connaissance du signe de v, pour nau

voisinage de +e permet de conclure.

1 .
Par exemple, pour V,=—,0na lim v, =0or, pour >0, v,>0 donconen
n Nn—>+oo

déduit que lim [ij = 4o (ce qui est aisément vérifiable car 1. n).
v
n

nN—+oo Vn

1 .
Alors que pour v,=——,ona lim v,=0o0r pour n>1, v, <0 donc on

1- N—>+co

n
L . 1 , .
en déduit que lim | — |=— (ce que lI'on peut obtenir en remarquant

n—+eo\ V,

1
que —=1-n).
Vn
Pour préciser qu‘une suite tend vers 0 en étant strictement positive pour n au

voisinage de +eo, on peut noter lim v, =0, ce quisignifie que lim v, =0
N—>+co N—>+co
avec v, >0 pour nsuffisamment grand.

De facon analogue, pour préciser qu'une suite tend vers 0 en étant strictement

négative pour 1 au voisinage de +oo, on peut noter nl;rr]r v, =0_ ce qui signifie
00

que lim v, =0 avec v, <0 pour nsuffisamment grand.
N—>+oo

Propriéete 9 Quotient

Soient (u,)et (v,) deux suites.

La limite du quotient In
v
n
lim v,
N—>+oco
. +oo —o0 0 0 Kl (fl 20 )
lim u, + -
N—>+oo
Foo +oo == +oco QU —oo
= —o0 | oo | oo QU —oo
0 0 0 0
l
l
0 (0<0) 0 0 o ||y -
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Remarques

» Exemple 13

» Solution

Puisque In_ up, xi, on notera que :
Vn n
e les différentes formes indéterminées observées ici découlent des cas
d'indétermination constatées dans le cas des limites par produit et par
inversion ;

e comme précédemment, on peut parfois conclure a une limite infinie mais le
choix entre +oc ou —oo résulte de I'étude du signe des suites pour de grandes
valeurs de n.

Déterminer la limite des suites de terme général :

2— —
an:3n2+n+5,bn:8n—n3, Cn:?:n_n d :\/;_net en:\/; n.
'|_n2 2n+1

eOna: lim n®=+cdonc lim 3n% =+ puis lim n=+c donc
Nn—+oo N—>+oo N—+oo

[im (n+5):+oo ainsi, par somme : lim a, = +oo.
N—+oo N—>+oo
e Le raisonnement ci-dessus conduit a une indétermination, il est donc nécessaire
de transformer I'expression de b,,.

Par exemple, pour ne N : bn —8n—n’ :n(8—n2).

D'une part lim n=+«~ et, dautre part lim n* =+ donc

nN—-+oo N—>+o0

lim (—n2)=+oo puis lim (8—n2):—oo.
N—>+o0 N—oco

Finalement, par produit: lim b, =—ce.

N—>+oo
. 8
On remarque que la transformation b, = 8n—n =n [—2—1] pour n>0

permettait aussi de conclure. n

On remarque que, dans ce cas, la transformation d'écriture effectuée sur b,
est une factorisation par le monéme de plus haut degré, démarche que I'on a
déja rencontrée précédemment.

e Dans cet exemple, on peut montrer que le numérateur tend vers -+ alors que le
dénominateur tend vers —eo ce qui est un cas d'indétermination. On transforme

alors ¢, en factorisant numérateur et dénominateur par le mondme de plus
1 1

2
2 . n(3-—) 3-——
haut degré. Pour n>0, cn=3n 2n= 1 n__ 1 n.
e B
n n

D'unepart lim 1. 0 donc lim (3—1J =3et, d'autre part lim . 0
n—+eo N N—>+oo n n—+oo n

donc lim [i—1j:—1.
nN—+oo nz
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Par quotient, on adonc lim ¢, =-3. Lasuite (c,,) est donc convergente.
N—>+oo

e Pour neN,dn:\/;—n or lim \/E=+°0 et lim n=+4c donc les
N—>+oo N—>+oo

opérations sur les limites ne permettent pas de conclure, nous sommes face a
un cas d'indétermination et il est nécessaire de transformer I'expression de d,,
pour lever cette indétermination. On remarque que 7 tend plus vite vers +oo
que Jn tend vers oo, Ainsi, 'idée est d'adopter la démarche rencontrée ci-
dessus en factorisant d,, par le terme dominant, c'est-a-dire celui qui tend le
plus vite vers +oo.

Alors, pour n>0, dn :x/;—n: n[i—q or lim n=+ o

\/; N—>+oo

et lim (L—1J:—1 donc par produit  lim d,, =—ce.

N—+oo \/; N—+oo

On remarque que C'est une transformation possible de d, car on pouvait

aussi écrire que pour neN, dn=\/;—n:\/;(1—\/;)or lim ~/n = +oo

N—>+oo

et lim (1—\/;)2—00 donc par produit  lim d,, = —co.

n—+ N—>+oo

2 a 1
N+ n(2+ 1j 2+—
n n

1 1
n[—1j —-—1
oPourn>O,en:\/;_n— Jn_ ) _n .

On montre que lim l—1 =—1 et que lim (2+1j:2 donc par
N—+oo \/; Nn—-+oo n

quotient, la suite (e,) est convergente et admet pour limite ~3

( Point méthode ) Pour lever des indéterminations lors du calcul de limites en +oo, 0n est fréquem-
ment amené a factoriser |'expression de départ par le terme dominant.

En particulier :
e lorsque u, est une expression polynomiale en 7, c'est-a-dire lorsque

p p-1
u a, xXn +ap_1><n +...+a1><n+a0

n=9
ou les coefficients a; sont des réels, on pensera lorsque C'est nécessaire, a

factoriser u, parle monéme de plus haut degré a savoir par a xnP oupar n?;

e lorsque u,, est une expression rationnelle en 7, c'est-a-dire lorsque u,, est
le quotient de deux expressions polynomiale en n, on pensera lorsque c'est
nécessaire a factoriser le numérateur et le dénominateur par leur monoéme de
plus haut degré.
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c) Théoremes de comparaison

Propriété 10 Comparaison a l'infini
Les suites (u,) et (v,,) sont telles qu'a partir d'un certain rang, u, <v,.

eSi lim Uy =+oo alors lim v, = +oo,
N—+oo N—>+too

eSi lim v, =—o alors lim U, =—oo,
N—>+oo N—>-+oo

m Démonstration

e A partir d'un certain rang, u, <v, or lim u,=+e donc, étant donné un
N—>+oo

réel A quelconque, on peut trouver un rang N au dela duquel u,>Aet

u, <v,. Par suite, pour tout n>N, v, > A. Onen déduit que lim v, = +oo,
N—>+oo

e Le deuxiéme point peut se démontrer de facon analogue ou bien on peut se
ramener a utiliser ce que I'on vient de démontrer. En effet, on remarque qu‘a

partird'un certainrang —v, <—u, or lim v, =—co donc lim (—vn): +o0

N—>+oo N—>+oo
et le point démontré précédemment permet d'affirmer que lim (—un ) = oo
N—>+oo

ou encore lim U, =—oo,
N—>+oo

» Exemple 14 Déterminer la limite des suites de terme général :

a, =+ (=1)" et b, =2cosn—n°.

» Solution e Pour neN, —1S(—1)n <1 donc n2—1£an <n*+1or lim (n2—1):+oo
N—>+oo

donc, par comparaison a l'infini, lim a, = +oo.
N—>+co

ePourneN, —2<2cosn<2donc —2—n3§bnS2—n3 or lim (2—n3):—oc
N—>+o0

donc, par comparaison a l'infini, lim b, =—o,
N—>+oo
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» Exemple 15

» Solution

» Exemple

3. Exemples de suites divergentes n’ayant
pas de limite

[l'y deux types de suites divergentes, celles qui ont pour limite + ainsi qu'on a
pu le voir dans le paragraphe 2 et celles qui n'ont pas de limite.

n

Montrer que la suite de terme général u, =(—1)" est une suite divergente,

n'admettant pas de limite.

Pour tout neN, —1<u, <1 donc (un)est bornée et ne peut donc avoir de
limite infinie.

Supposons désormais que la suite (u,)admette pour limite un certain réel

¢. Alors, il existe un rang N au dela duquel £—1<un<£+% autrement
dit, pour tout n>N : —%<(—1)“—£<%. Cette double inégalité conduit

. 3 1 oo 3 s
a —E<€<—E lorsque n est impair et a §<£<E lorsque n est pair d'ol une

contradiction. L'hypothése émise au départ est donc fausse et la suite (u,) n'a
pas de limite.

Sans démonstration et en se contentant de conjectures a |'aide de représentations
graphiques, on peut remarquer que :

e la suite de terme général u, =sinn est divergente et n'a pas de limite ;

* la suite de terme général v, =ncosn est divergente et n'a pas de limite ;

. e . . 2
e la suite (w,) définie par la relation de récurrence w, ,=1-w; pour

tout neN et w, est divergente et n'a pas de limite.

Up

U - = . 5 -

100

sl =-la=-11"z

=100

NSl
f=2eE3iNrE

Y=.Z2E31NreE b
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4. Cas des suites géométriques

Propriéte 11

Soit g un réel.

n

*Si g>1 alors la suite de terme général g~ est divergente et

ona lim q" =+
N—>+oo

oSi —1<g<1 alors la suite de terme général g" est convergente et

ona lim ¢"=0.
N—>+oo

o Si g <—1 alors la suite de terme général " est divergente et n'a pas de
limite.

Proprieté préliminaire Inégalité de Bernoulli

Pour tout réel x positif et pour tout entier naturel n,ona: (1 + x)n > 1+ nx.

m Démonstration de I'inégalité de Bernoulli

Soit x un réel positif, démontrons par récurrence que la proposition
(14 x)" > 1+ nx est vraie pour tout ne N.

Initialisation : on a (1+)()0 =1 et 1+0x x =1 donc la proposition est vraie au
rang initial n=0.

Hérédité : soit ke N tel que (1+x)k >1+kx.Comme x>0,0n a 1+x>0
donc, en multipliant chaque membre de l'inégalité constituant I'hypothése de
récurrence,on a: (1+x)k+1 > (1+ kx)(1+ x) or (1+kx)(1+ x) =1+ (k + 1)x + kx>
Comme ki >0, ona (1+ke)(1+x) = 1+ (k-+Dx d'ot (1+x) " =1+ (k+1x.
La proposition est donc héréditaire.

Conclusion : pour tout réel x positif et pour tout entier naturel n,on a:

(1+x)n21+nx.
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/—Point historique ~N

Nous venons de démontrer |'inégalité de Bernoulli que Jacques Bernoulli
(Bale, 1654-1705) démontra en 1689. Cependant, on peut noter que I'on
rencontre ce résultat dés 1670 chez Isaac Barrow (Londres, 1630-1677).

Jacques Bernoulli est le premier d’'une lignée de mathématiciens suisses.

Il s'est intéressé a différentes branches des mathématiques dont, par
exemple, celle des probabilités. Dans ce domaine on lui doit, par exemple,
une démonstration rigoureuse de la loi faible des grands nombres pour le
jeu de pile ou face dont découlent les notions d'épreuve de Bernoulli et de
loi de Bernoulli abordées en premiére.

N

m Démonstration des propriétés concernant les limites de suites
géométriques

e Soit g>1.
Enposant x=g—1,0na x>0 et, par |'inégalité de Bernoulli :
q"=(1+x)" 21+ mx.
Comme x>0, Ilim (1+nx): +oo puis, par comparaison, on en déduit que
N—+oo
lim " = e
N—>+oo
e Soit —1<g<1.
Le résultat est évident lorsque g =0.Plagons nous dans le cas ou —1<g<1
1 . - ,
et g=0.Alors on a |— >1 et, par le résultat précédent, on obtient
q

. . . . . n s .
lim ——=+oo puis, par inversion lim |q| =0d'ou lim ¢" =0.
N—>+oo |q|” N—>+oo N—>+oo

e Soit g <—1.
On a —g>1 donc la suite de terme général (—q)" est divergente et admet
pour limite +o< ce qui signifie que, pour tout réel A que I'on peut choisir positif
et aussi grand que I'on veut, il existe un rang N au dela duquel (—g)" > A.

Lorsque n est pair, (—q)" =q" donc, pour tout entier n pair supérieur a A,
ona g" > A alors que lorsque n est impair, (—q)" =—q" donc, pour tout
entier nimpair supérieur 8 N, on a —q" > A ou encore g" <—A. La suite de
terme général g n’est donc ni majorée, ni minorée, elle ne peut donc pas étre
convergente. |l apparait plus précisément qu’elle n'a pas de limite.
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Déterminer les limites éventuelles des suites de terme général :

» Exemple 16

1-57, b, :(2+n)n et ¢,

a, =

= —o0,
n

lim a
N—+oo

lim 57 =+ car 5>1 donc

n—>+oo

e0Ona

» Solution

e Pourtout >0, 2+n>2 donc (2+n)">2" or lim 2" =+co car 2>1 donc,

N—>+co

par comparaison  lim b, =—oo.

Nn—>+oo

ele réelc, est la somme des n+1 premiers termes d'une suite

et de terme initial 1. Donc, pour tout neN,

1
3

géométrique de raison

n+1
1] o

3

|

[im
N—>+oo

1

or —1<—=<1 donc

3
2

N—>+co

1 et par produit, on en déduit que lim ¢, =
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5. Cas des suites monotones

Propriétée 13

e Si une suite (u,,) est croissante et non majorée alors  lim u, = +oo.
N—>+oo

e Si une suite (u,) est décroissante et non minorée alors  lim u, =—oco.
N—>+oo

m Démonstration

* Dire que (u,,) n'est pas majorée signifie que, pour tout réel A, on peut trouver
un rang N tel que uy > A or la suite (u,) est croissante donc pour tout
n=N, U, =uy et, par suite, pour tout n>N,u, >A ce qui prouve que

lim v, =+eo.
N—>+co

e Le deuxieme point peut étre démontré en utilisant un raisonnement analogue

ou bien en appliquant le résultat prouvé ci-dessus a la suite de terme général

-u

.
C\I/ A
gc_! Convergence monotone

'g » Si une suite est croissante et majorée alors elle est convergente.

"2 » Si une suite est décroissante et minorée alors elle est convergente.

I-\ /

Remarque o On admet ce théoréme.

e Ce théoreme permet de prouver la convergence d'une suite mais n'en donne
pas la limite.

> Exemple 17 Soit (u,) la suite définie sur N par: uy =10et u_ ,=,/u, +6 pour tout n>0.

Dans les exemples 5 et 6 du chapitre 2 (Le raisonnement par récurrence),
nous avons montré que (u,) est une suite décroissante et que, pour
tout n>0, 3<u, <10.Lasuite (u,) est ainsi une suite décroissante et minorée
par 3 donc (u,) est convergente d'apres le théoréme de la convergence
monotone.
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Exercice 7

Exercice 8

Exercice 9

Exercice 10

Par ailleurs, on sait que pour tout n>0, 3<u, <10 donc en notant / la limite
de la suite (u,,), on peut en déduire par passage a la limite que 3 < ¢ <10.

A ce stade de |'étude, on dispose donc de la convergence de la suite (uy,) ainsi que
d'un encadrement de la limite mais on n'a aucune information supplémentaire
quant a sa valeur.

Exercices d’apprentissage

Déterminer la limite éventuelle des suites de terme général :

a =32—n+1 : b =(1=-3n)n*+n-2) ; ¢ _—1—3n2 ;
n n ' N M (n+1)(n-2)
n
dn=1+1+i+...+i ; enz(—1] +3,; f,= L ;
U 2 n+5"
_2n+2n+2_2n+3 . h _3/7_7[7
9p= r Un T :
© Déterminer la limite de la suite (u,,) définie par u,, :M pour n>1.
n

© a) Soit Aun réel. Justifier I'existence d'un rang N au dela duquel u, > A.
b) Montrer que (u,) est croissante.

c) Ecrire un algorithme donnant le plus petit rang N & partir duquel tous les
termes de la suite (u,) appartiennent a l'intervalle ]A; +oo[0l‘1 A est un
réel quelconque.

Déterminer la limite des suites définies par leur terme général :

n
an:2n2—(—1)” ; bn:sin(\/;)—n3 ; cn:(%j sinn ; dn:%.

Pour n> 2, on définit (un) par u, =3+ .
n+(=1)"

n n
Montrer que, pour tout n>2, — <u, -3 Si :
n+1 n-1

En déduire la limite de (un).
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Exercice 10  Etudier la convergence de la suite (u,,) définie sur N par

1 1 1

y =—4+—-> J—

" ny1 n+2 7 2n

Indication:

On pourra montrer que (u,,) est croissante et majorée.
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(112 syrcnes

Syntheése de la séquence

~

K(Le principe de récurrence D

Soit une proposition % , dépendant d'un entier naturel n.

Pour démontrer que %, est vraie pour tout entier n>ny, il suffit de
montrer que :

© La proposition est vraie au rang ng ;

@ pour un entier k quelconque (k > no), P vraie entraine P, vraie.

~

J

N\
N

/CDéfinition )

On dit qu'une suite (u,) admet pour limite un réel ¢ lorsque tout intervalle
ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain
rang.

On note alors lim u,=".

N—>+oo

Lorsqu’une suite (u,) admet une limite finie, on dit qu’elle est convergente
(ou qu’elle converge).

Dans le cas contraire, on dit qu'elle est divergente.

~

\

\_ J
4 )
Propriéte Limites de suites convergentes usuelles
e l|im L:O, lim l:0, lim i:0, lim i=0
N—>+oo \/; n—+oo N—+eo n N—+oo n3

et plus généralement

« Toute suite constante de terme général égal a ¢ est convergente vers /.

lim i=00l‘1keN*.

nN—-+oo n

J
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Propriété Unicité de la limite d’une suite convergente

Si une suite converge alors sa limite est unique.

Propriéte Opération sur les limites de suites convergentes

Soient ( u, ) et ( v, ) deux suites convergentes de limites respectives ¢
et /'

On admet les résultats suivants :
* la suite de terme général u, +v,, est convergente et a pour limite /+/;
* la suite de terme général u, v, est convergente et a pour limite /x (" ;

e la suite de terme général kxu, ou k est un réel est convergente et a
pour limite kx/;

esi v ne s'annule pas a partir d'un certain rang et si /' =0 alors la suite
n

o u R 4
de terme général —L est convergente et a pour limite vk
v

n

Propriéete Compatilité avec I'ordre

Soient () et (v,) sont deux suites convergentes de limites respectives ¢
et /7.

. 1 . . ,
Si, a partir d'un certain rang, ona u, <v, (oubien u, <v,)alors /</’.

»Conséquence

Si (u,)

n>n est une suite croissante et convergente vers /( alors, pour
="0

tout nzno, u, </,

-

éoreme

Th

Théoréme des gendarmes
On consideére trois suites (un ),(Vn) et (Wn )
Si (u,) et (w,) sont convergentes vers un méme réel / et si, a partir d'un
certainrang, u, <v, <w alors (v,) est elle aussi convergente vers /.
n n n n /
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KCDéfinition ) N

Suites divergentes de limite infinie

On dit quune suite (v,) admet pour limite +oo si tout intervalle de la forme
]A ; +oo[o£| A est un réel, contient tous les termes de la suite a partir d'un

certain rang. On note alors  lim v, = +eo.
N—>+oo

De facon analogue, on dit qu‘une suite (¢,) admet pour limite —eo si tout
intervalle de la forme :| —o0; A[ou A est un réel, contient tous les termes de

la suite a partir d'un certain rang. On note alors  lim v, =—oo.

N—>+oo
Dans un cas comme dans |'autre, on dit que la suite est divergente.
\_ J
g )
Propriétée Limites de suites divergentes usuelles
Ona: lim \/;= too, lim n=+oco, lim n? =+oo, lim 3 = o0
N—>+oo N—>oo N—>+oo N—>+oo
et plus généralement lim K = +oo ol k e N*,
N—>+oo
& J
Limite d’'une somme
La limite de la somme up, +Vv,,
lim v,
H N—+oo + —_
lim wu, o0 0
N—>+oo
400 400
—00 —00
{ +00 —oo
Limite d’un produit
La limite du produit u, xv,
lim v,
lim u ke +oo oo
Rstoo !
400 400 -0
—00 —00 400
0
€ (€ > 0) +00 —00
€ (€ <0) —oo +00

Séquence 1 - MAD2 mllIIIIH

© Cned - Académie en ligne



Inversion

lim v, lim 1
=+ n—+too\ V)
+00 0
—oo 0

1

0(££0) -
0, oo
0_ —c0

Limite d’un quotient

- . u
La limite du quotient -

N—>+oo

N—>+oo

N

eSi lim U, =+oo alors lim v, = +oo.

N—>+oo

eSi lim v, =—o alors lim u_ =—co.

n
N—>+oo

Vn
lim v,
lim u N—>kee +oo | —oo 0 0 0 (0 £0)
N—>+oo + -
400 400 —00 400 QU —o0
—00 —00 400 400 QU —oo
0 0 0 0
(>0 400 —o
(€>0) 0 0 ﬁ,
€(€<0) —c0 400 l
/
Propriéeteé Comparaison en + ~

Les suites (u,,) et (v,,) sont telles qu'a partir d'un certain rang, u, <v,,.
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Propriétée Cas de suites géométriques

Soit g un réel.

* Si g>1 alors la suite de terme général g” est divergente et on a

lim " =+eo.
n—>-oo

e Si —1<qg <1 alors la suite de terme général g" est convergente et on a

lim ¢" =0.
N—>+oo
o Si g <—1 alors la suite de terme général g est divergente et n'a pas de
limite.
Propriéete Cas de suites monotones divergentes

e Si une suite (u,,) est croissante et non majorée alors  lim u, = +oo.
Nn—>+oo

e Si une suite (un) est décroissante et non minorée alors lim U, =—oo.
N—>+oo

~ R
g Convergence monotone
‘s Si une suite est croissante et majorée alors elle est convergente.
0
T:’ » Si une suite est décroissante et minorée alors elle est convergente.
-
G /

E Exercices de synthese

Exercice |  Soit (u,)la suite définie par uy=-3 et u pour n>0.

N1~ 6
n

, . e 9
@ Démontrer que la fonction £ définie sur | —eo;6[ par f(x)=—— est
strictement croissante sur ] —oo 6[. 6-x

@ a) Démontrer que, pour tout neN,on a u, <3 et que la suite (u,) est
croissante.

b) Que peut-on en déduire quant a la convergence de la suite (u,) ?
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Exercice Il

Exercice Il

© Soit (v,,)la suite définie par v, = % pour n>0.
u —

. n- Jo ’ - 0
a) Montrer que (v,)est une suite arithmétique dont on précisera la raison et
le premier terme.

b) Déterminer la limite de la suite (v,)puis, aprés avoir exprimer u, en

fonction de v,,, conclure quant a la limite de (un).

On définit la suite (u,) par son premier terme uy#-2 et la relation de
u,+6

récurrence U, 4=———.
n+1 Un+2

© Montrer qu'il existe deux valeurs de u tels que la suite (u,)soit constante.
On notera aet b (avec a> b) ces deux valeurs.

@ Soit f la fonction définie par f(x)= X—+6
X+2

a) Etudier la fonction £ tracer sa courbe représentative ainsi que la droite
d'équation y=x sur l'intervalle [0; 5] et construire les quatre premiers
termes de la suite (un)en choisissant Ug =0.

b) Que peut-on conjecturer dans ce cas quant au comportement de la suite (un) ?

¢) A l'aide du logiciel Geogebra ou d'un tableur, conjecturer le comportement de
la suite (un) selon la valeur du terme initial uy #2.

© Montrer que si u, est différent b alors, pour tout ne N, il en est de méme
pouru,, .

u,—a

u,—b’

Exprimer v, 4 en fonction de v,, . En déduire I'expression de v,, en fonction

© On choisit uy # b et, pour ne N, on pose v, =

de 1, celle de u,, en fonction de npuis la limite de u,, quand ntend vers +eo.

@ Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=1,6x—1,6x>. Etudier le sens de
variation de f sur RR.

© On considére la suite (u,,) définie par uy =0,1 et v, 4=16u,(1-u,) pour
tout ne N,
Dans le plan rapporté a un repere orthonormal, on dispose de la représentation
graphique de la courbe d'équation y =f(x).

Construire en abscisse les cing premiers termes de la suite (u,)en laissant
apparents les traits de construction.

Quelles conjectures peut-on formuler concernant les variations et I'éventuelle
convergence de la suite (u,,)?
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Exercice IV

Exercice V

. 3
© a) Démontrer que pour tout ne N, ona 0< u <u < 3

b) Que peut-on en déduire concernant la convergence de la suite (un)?

O a) Montrer que pour tout ne N, ona g—u,m :1'6(3_%)(%_%) puis
3
que g—unH 30,84(5—%].

, 3
b) Montrer par récurrence que pour tout ne N, on a g—un <0,84".

c) Déterminer la limite de la suite (un).

Répondre par VRAI ou FAUX aux affirmations suivantes en justifiant les réponses.
© Toute suite décroissante est majorée.
@ Toute suite décroissante et minorée par 0 a pour limite 0.

© Toute suite croissante et majorée est bornée.
O Toute suite qui admet pour limite +oo n'est pas majorée.

OSi (u,) et (v,) sont des suites convergentes telles que pour tout

neN,u, <v, alors

lim u, < lim v,
N—+oo N—>+oo

Dans chacun des cas suivants, déterminer lorsque c'est possible et en justifiant,

une suite (u,)non constante dont tous les termes sont strictement positifs, qui
converge vers la valeur 2012 et qui vérifie la condition indiquée.

© Ona:u,="f(n) ou fest une fonction homographique.
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O La suite (u,) est géométrique.

© La suite (u,)est la suite des sommes des n premiers termes d'une suite
géomeétrique.

O La suite (u,) est arithmétique.

Exercice VI  On se propose de calculer I'aire sous la courbe représentant la fonction carré sur

I'intervalle [0 ; 1], c'est-a-dire I'aire du domaine 9 limité par la représentation
graphique de la fonction carrée, I'axe des abscisses ainsi que les droites

d'équations x=0 et x=1.

Pour cela, on partage l'intervalle [0 ; 1]
. 1 .
en n intervalles de longueur — (ou n
n

est un entier supérieur a 1) sur lesquels
on construit nrectangles situés sous la
courbe et n rectangles contenant 9.
On note u,, I'aire totale des rectangles

situés sous la courbe et v, I'aire
totale des rectangles contenant le
domaine 9. On obtient ainsi deux

suites (u,) et (v,) encadrant I'aire A
cherchée.

O 1/n 2/n 3/n 4/n 5/n 6n  @W-2 M-1 1
n

n

Ainsi, pour tout n>1,0na: u, <A<v,.

@ lllustrer la situation a |'aide du logiciel Geogebra afin de conjecturer le résultat.

Indiications pour le faire

Représenter la fonction f définie sur [0; 1] par f(x)= xz, créer un curseur
n prenant des valeurs entieres puis définir les suites (u,) et (v,) en tapant
respectivement dans la barre de saisie u_n=sommeinférieure [f,0,1,n] et
v_n=sommesupérieure[f,0,1,n]. Il suffit alors de choisir différentes valeurs
pour n pour observer le comportement des les suites (u,,) et (vn).

. 1 & ) 1 )
@ a) Vérifier que, pour n>1, u, :_3Zk etv, :_32/( )
n~ k=1 n k=1
n
n(n+1)(2n+1
b) Démontrer par récurrence que, pour tout n=1, 2 K= M
k=1

et en déduire I'expression de u,, etde v, en fonction de .

) Calculer la limite de chacune de ces suites et en déduire I'aire A cherchée
en unités d'aire.
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Exercice VIl On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel non nul par :

_2”: 2, ,.n
Sk

n+1 2n+1 241

O Calculer uy, uy et us.

@ a) Soit n>1.Montrer que, pour tout entier k tel que 1<k<n,on a

1 k 1
< <—

n+1 nk+1 n’

Indications

On pourra remarquer que pour tout entier k tel que 1<k<n,on a

n
b) En déduire que, pour tout n entier strictement positif, on a -5 <u, <1.
n

c) Etudier alors la convergence de la suite (un).

© a) Pourquoi peut-on affirmer qu'il existe un entier p strictement positif tel que,
pour tout entier n>p, ona ‘un —‘I‘ <1072 7

A I'aide de la double inégalité obtenue & la question @ b), déterminer une

condition suffisante sur p pour que ‘un —1‘< 1072 soit vérifiée pour tout
entier n>p.

b) Ecrire et implémenter sous Algobox ou sur la calculatrice un algorithme
permettant de calculer up ol p est I'entier obtenu a la question 3.a.
Donner une valeur approchée preés du réel Up.

c) Ecrire et implémenter sous Algobox ou sur la calculatrice un algorithme
permettant de déterminer le plus petit entier p strictement positif tel que,
pour tout entier n>p, on a ‘un —1‘ <107 et d'afficher la valeur de up
correspondante. Donner les valeurs de p et de up obtenues dans ce cas.

d) Comment expliquer les valeurs différentes que I'on obtient aux questions
3.aet3.c?

Exercice VIII  L'objectif est de comparer la vitesse a laquelle les suites (n!) et (n") tendent
Vers oo,

I
@ Soit la suite (un) définie pour n>1 par u, -

n
Calculer les valeurs de v, pour des valeurs de négales a 1, 2, 3, 10 et 100.

Que peut-on conjecturer ?
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Exercice IX

Exercice X

© On rappelle I'inégalité de Bernoulli : pour tout réel x positif et pour tout entier

n
naturel n,ona: (1+x) > 1+ nx.

Uni1 2 -

© Déterminer la limite de (u,,) puis conclure quant aux vitesses de convergence

des les suites (n!) et (n").

n
Soit (u,,) la suite définie pour n>1 par u, = 2 \/,

L'objectif est de déterminer la limite de la suite ( ) ainsi que la vitesse a
laquelle u,, tend vers cette limite.

@ a) Ecrire un algorithme donnant directement le terme de rang N dés que I'on
dispose de la valeur de N.
b) Implémenter cet algorithme sur Algobox ou sur une calculatrice, le tester en
choisissant quelques valeurs de N et conjecturer le comportement de v,
pour de grandes valeurs de n.

© a) Montrer que pour tout k >1, <vk+1 \/;
\/ zf

b) En sommant les inégalités precedentes, démontrer que pour tout n>1,
2\/_ 2<u, 1) et que un£2\/;+1(2)

© a) Déterminer la limite de (un).

b) On dit que v, est équivalent a u, lorsque (vn) et (un) convergent (ou
divergent vers —eo 0u +co0) a la méme vitesse, c'est-a-dire lorsque
u
lim —1=1.
n—+eoVp
Déterminer un équivalent de u, sous la forme v, =f(n) ou fest une

fonction simple.

Introduction historique a I'exercice.

Le but de cet exercice est de présenter un algorithme donnant une valeur
approchée de la racine carrée d'un nombre.

L'extraction de racines carrées a toujours été d'un grand intérét au cours de
I'histoire des mathématiques. C'est ainsi qu’au fil des siécles, on rencontre
diverses méthodes, géométriques ou arithmétiques.

Parmi celles-ci, I'algorithme de Héron dont il sera question dans I'exercice occupe
une place de choix.

Héron d'Alexandrie (fin du 18" siécle aprés J.-C.) était un mathématicien dont
on ne sait que peu de choses. C'est seulement en 1896 qu'on découvre a
Constantinople le livre | de ses Métriques, dans lequel on trouve, entre autre, un
exposé de sa méthode de recherche de racines carrées. Sans qu'il soit précisé la
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démarche qui I'a conduit a un tel résultat, Héron calcule des valeurs approchées
de racines carrées comme convergence d'une suite de nombres obtenus par
itérations successives d'une formule.

Afin de présenter ce travail, raisonnons selon un point de vue géométrique.
Pour construire un carré ayant méme aire qu'un rectangle d'aire donnée A4, on
peut construire un rectangle de méme aire dont I'un des cotés est la moyenne
arithmétique des cotés du précédent puis recommencer le procédé plusieurs fois.
La suite des longueurs des cotés des rectangles successifs convergera vers JA.
Traduisons cette méthode dans le cadre numérique.

On note u, la longueur d'un des c6tés du rectangle a la n-iéme étape de
I'algorithme.

A I'étape initiale, on considére donc un rectangle d'aire A strictement positive et
dont un c6té mesure un nombre v, quelconque.

La longueur du rectangle a la (n+1)-iéme doit donc étre la moyenne arithmétique

o . L, .y A
des cotés du rectangle obtenu a la n-ieme étape or ces cotés sont u, et — de
A Up
Uy +—|.

Up

sorte que l'on ait v, 4= 2

L'algorithme de Héron consistera a utiliser la suite (u,)définie sur N par

1 A N o
Upq= E(u” +—J et de terme initial uj quelconque et positif.

Up

On choisira pour cet exercice u :E(\/Z)H ou la fonction E est la fonction
« partie entiére ».

. . o 1 A

© Soit 7 la fonction définie sur ]0; +<>o[ par f(x):z(x+—j. On note €
X

sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormal

(O i, ]) Pour les représentations graphiques, on prendra 5 cm comme unité
et on travaillera avec A=2.

a) Etudier les variations de f

b) Représenter graphiquement €, ainsi que la droite d'équation y=x
sur ]O; +oo[.

© On considere donc la suite (u,)défini sur N par uO:E(\/Z)H et
un+1:f(un)'

a) Sur le graphique précédent, représenter les premiers termes de la suite
(u,,) et conjecturer le comportement asymptotique de (un).

b) Démontrer par récurrence que pour k e N, Ja< Uppq SU, SUp.

¢) En déduire la convergence de la suite (un).

© a) Démontrer que, pour tout ne N, Upiq —Ja< %(u,7 —\/Z)
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Exercice Xl

b) En déduire par récurrence que, pour tout ne N, u, JA< i,,(”o —\/Z)
2

¢) Conclure quant a la limite de la suite (un).

O Dans le cas ou A=2, déterminer a I'aide de la calculatrice et de I'inégalité
obtenue au 3.b une condition suffisante sur 7 pour que u, —2<10710

Déterminer le plus petit entier 7 au-dela duquel u, —2<10710. Expliquer
la différence entre les résultats obtenus. Que pensez-vous de la vitesse de
convergence de la suite (un)vers sa limite ?

O Ecrire I'algorithme de Héron donnant une approximation de JA avec une
erreur strictement inférieure a un réel p donné.

Quelle est la limite de la suite (u,,) définie pour tout entier n supérieur a 1 par :

U =0,57, u, =0,5757, ..., u, =0, 57..57 ?
2n chiffres
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